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$ 1. PRIMITIVE 


Fiind dată o funcţie f: / — R (J un interval C R), se pun următoarele 
probleme: 

(A) Există (şi în ce condiţii) o funcţie £ : J — R a cărei derivată să fie 
funcţia dată /? 

(B) Cum se poate determina o asemenea funcţie F, pornind de la f? 

În acest capitol vom studia citeva metode de obţinere a funcțiilor £ care 
verifică relaţia ZF = f. 

Răspunsul la problema (A) este afirmativ pentru o clasă destul de largă 
de funcţii, în particular pentru funcţiile continue, Acest lucru va fi arătat în 
capitolul II. 


11. Detiniţie, Fie J un interval E și /:J => R. Spunon 
admite primitivă pe J dacă există o funcţie  : J — E ustlel încit 

1) Ponto derivabilă pe J, 

2) F'(z) = flo), (Wz e 7. 


Funcţia F se numeşte primitivă a funcţiei f. 
Dacă intervalul / este închis la stinga și a este extremitatea sa stingă, 
atunci prin derivata lui F în punctul a se subinţelege derivata la dreapta a 
lui F în a. O convenţie analoagă se face cind J este închis la dreapta. 
1.2. Ezemple 
1) Fie n€EN şi f:R-R funcţia definită prin relaţia 
D=, (WzeR. 
Atunci pentru orice număr real fixat c, funcţia 
Fi) = ah + e (WzeR 
n+i 
este o primitivă a lui f. 
2) Funcţia 
F(z) = (sin 2), (WzeR 
este o primitivă a funcţiei 
f(z) = 2sin z cosz,  (V)zER. 
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3) Dacă a >0,a z 1, atunci funcţia 
Pa) =. (zen 
Ina 


este o primitivă a funcţiei 
fn) =, (W)zeR. 

A Seat iţie. Fie J un interval Cc Rşif : J = R. Dacă FF: JR 
sînt două primitive ale funcţiei f, atunci există o constantă c € R asttel 
încât 

Fi(2) = Fi te  (WzeJ. 

Demonstraţie. F, şi F, fiind primitive ale lui f, ele sint derivabile pe J şi 

verifică relaţiile , 
Puz) = fa) > Făz), (WzeJ, 


deci 
(Pi — Fata) = Fila) — Faza) = 0, (WzeJ. 
Funcţia F, — Fayavind derivata nulă pe intervalul J, este constantă pe 
acest interval, adică există e € R astlel incit 
Fulz) — Paz) = e (WzeJ. 


1.4. Observaţii: 
a) Dată fiind o primitivă Fo a unei luneţii f:J = R, atunci orice altă 
primitivă / a lui feste de forma 
F=Fote 
unde c este o funcţie constantă pe J. Aceasta inseamnă că dacă o funcţie f 
admite primitivă, atunci f admite o infinitate de primitive. Datorită aces- 
ti fapt vom spune adeseori: 
„[ admite primitive“ 
în loc de 
„[ admite primitivă“ 


b) Definiţia primilivei, dată la punctul 1.4, s-ar putea extinde şi la funcţii 
definite pe reuniuni finite de intervale disjuncte, deoarece condiţiile din defi- 
niţia 1.4 au sens şi în acest caz mai general. Însă nu mai este adevărat că 
două astfel de primitive diferă printr-o constantă. 


De exemplu, fie f:R N (0) = R funcţia definită prin 
fin = 
Atunci funcţiile F, G:R N (0) = R definite prin 
Fa)=F,  (WzeRNţi, 


respectiv 
+1 dacă z <0 


G(2) = 
+ 2 dacă z >0 


DIDA el, 


sint derivabile pe R N (0) şi verifică relaţiile 
Fa) = fa) = G"(2), (WzERNI0. 
“Totuşi, diferenţa G — F nu este o constantă. 
1 dacă z<0, 
2 dacă z >0. 


e) O funcţie care admite primitive are proprietatea lui Darbouz. Într-adevăr, 
dacă f:J = R admite primitive, atunci există o funcţie derivabilă F : J =R 
cu proprietatea 


Ga) — Fila) = 


= 
Se ştie insă (vezi, Elemente de analiză matematică, cl. a Xl-a), că derivata 
oricărei funcţii derivabile are proprietatea lui Darboux. Aşadar, f are proprie- 
tatea lui Darboux. * 


d) Dacă J interoal CR şi f:J — R este o funcţie astfel încît mulțimea 


ADE fi) la E JI] (imaginea lui J prin /) 
nu este interval, atunci funcţia f nu admite primitive. 

Intr-adevăr, dacă f ar admite primitive, atunci (în baza punctului pre- 
cedent) f ar avea proprietatea lui Darboux, adică odată cu două valori ar 
lua orice valoare intermediară, deci imaginea lui J prin / ar fi un interval. 
contradicţie cu ipoteza făcută asupra lui f. 


e) Orice funcţie continuă f :[a, b] = R admite primitive. 
Demonstrația acestui rezultat va fi dată în capitolul II, teorema 4.8. 


15. Detiniţie. Fie f:J-—R (J înterval din R) o tuneţie caro 
admite primitive. Mulțimea tuturor primitivelor lui /se numeşte integrala 
nedefinită a funcției fşi se notează prin simbolul 


Îf(z)az. 


Operația de calculare a primitivelor unei funcţii (care admite primitive) 
se numeşte integrare. 

Menţionăm că simbolul ff(z)dz trebuie privit ca o notație indi i 
deci părţilor | sau dz, luate separat, nu li se atribuie aici nici o semnificaţie. 

În cele ce urmează vom defini operaţiile de „adunare“ şi „înmulţire cu 
scalari“ între părţi (submulţimi) ale mulţimii funcţiilor ș:J— BR. Vom 
face acest lucru în scopul de a da un sens precis notaţiilor frecvent utilizate 
în calculul de primitive: 


Îfizăz + je(z)dz, 
Afizdz, 


unde j/(z)dz (respectiv je(z)dz) inseamnă mulţimea tuturor primitivelor lui f 
(respectiv g). 


1.6. Notaţii. Fie J un interval din R şi 
su) (pr: aa) 
mulţimea funcţiilor definite pe J cu valori reale. Reamintim că pe mulţimea 
S(J) se introduc operaţiile 
„adunarea funcțiilor“: 


+ DE +a), ze 
şi „immulțirea funcţiilor cu scalari“: 


ADD E Ma), (zeraeR. 


Deci f + geste funcţia z — f(z) + g(z) care asociază fiecărui z € J numărul 
real f(z) + g(z), iar funcţia Afeste funcţia z — f(z) care asociază liecărui 
z E J numărul real /(z). 

Dacă S şi Ş sint părţi nevide ale lui $(J) şi A ER, atunci punem prin 
definiţie 


(0) s+ 9“ f+alreSsizeg), 
(0) »s* Afiresi. 
Dacă $ este formată dintr-un singur element fp, atunci în loc de 
s+9 
sau 
ti +8 
vom scrie simplu 
+8. 
Deci 
(9) +9" tf +aleeş). 


1.7. Observaţie. Notind cu € mulţimea funcţiilor constante definite 
pe J cu valori reale 
Op: = RIf constantă), 
se observă că această mulțime are, faţă de operaţiile di 
lirea cu numere reale. diferite de zero“, definite pe pă 
rele proprietăţi: 


„adunare“ şi „înmul- 
ile lui FU), următoa- 


a) e 
bbe+e=e 
e) dacă f:J = R este o funcţie care admite primitive şi dacă Fe, este 
o primitivă a lui f, atunci 


(VER, Azo0; 


$rnar =F+€6 


$ radar =Fo+e. 


Într-adevăr, produsul Xf, dintre o funcţie constantă f:J—R şi un 
număr real A fiind tot o funcţie constantă, rezultă incluziunea 
1 ce. 


Reciproc, dacă f este o funcţie constantă și A € R, A 7 0, atunci funcţia 


este constantă, dei 


Aşadar, are loc şi incluziunea 


e ce 


e. 
constante fiind tot o funcţie constantă, rezultă inclu- 


şi deci egalitatea 2 
Suma a două funcți 
ziunea 


€+ece. 


Reciproc; dacă f este constantă, atunci A f este constantă, deci 


pstr+itee+e. 
2 = 
Aşadar, ave lu: şi incluziunea 0 CE + E şi deci egalitatea 
e+e=e. 


- Am văzut (ubservaţia 1.4 a)) că dacă F este o primitivă a lui f, atunci 
orice altă primitivă F a lui f este de forma 


F=Fo+e 
unde e este o funcţie constantă pe J. Deci 
$rinaz = (PE FU) LE = primitivă a lui f| = 
= Wutelcee=Fre 


1.8. Peoremă. Dacăf,2:J = R sint funcţii caro admit primitive 
şi AER, A 40, atunei funcţiile f + g şi Af admit de asemenea primitive şi au 
loc relaţiile: 


(a) ŞIf(z) + a(olaz = jf(z)az + je(z)dz, 
cps za Pfizăz = Mf(z)ăz, 
(e) ffzdz = Şfiz)dz + €. 


Demonstraţie. Dacă F este o primitivă a lui f iar G o primitivă a lui g, 
atunci F şi G sint derivabile pe J și 
P'=f,G=g 
De aici deducem că F + G şi AF sint derivabile pe J şi 
(P+6y=F'+G=f+a 
(AP) = PF = 37, 
adică P+ G este o primitivă a lui f+-g şi AF este o primitivă a lui Af. 


Funcţiile F, G, £ + G, AF fiind primitive ale lui f, g, [+ g, Af respectiv, 
rezultă (observaţia 1.7c)) 


(00) Şrăz=F+ e, 

o) fatmaz=6+e, 

(E) Şir) + atohaz=rF+6+e, 
4 Ş anoaz = F + e. 


Din egalităţile (1), (2), (3) şi observaţia 1.7. b) obţinem 
Șrioaz + Şatoaz= p+e+eve=pr+o+e+e= 
=F+6+i= 
= Gura în aooaz. 
Analog, folosind egalităţile (1), (4) şi observaţia 1.Sa), se obține 
d) firdr = MF +0) = APO =3P+ 0 = ) opta. 
1.9. Observaţie. În demonstrarea faptului că Xf admite primitive (teo- 


rema 1.8) nu s-a folosit ipoteza 1 z 0. Totuşi, ipoteza A z 0 este esenţială în 
demonstrarea egalităţii: i 


fafiz)dz = Mf(z)dz. 
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Într-adevăr, dacă 2 = 0, atunci 
Miz) = 0, ze. 


deci orice funcţie constantă este primitivă a lui Af, în particular funcţia constantă 0 este 
o primitivă a lui Af = 0. Aşadar (observaţia 1.7) 


Mizaz = 0 +e=e. 


Pe de altă parte, daca 4 = 0, atunci 

+Jne)az = MF IP = primitivă a lui f) = (AF |F = primitivă a lui f) = 40). 

Deci, în general, are loc incluziunea 
aj riz)az ji aflz)az, 

incluziune care este strictă cînd A = 0. 

1.10. E'zemple de funcţii care nu admit primitive 

a) Funcţia f:R = R definită prin 

—1, dacă z<0 
m = | 1, dacă z>0 

nu admite primitive. 

Într-adevăr, imaginea /(R), a lui R prin f, este egală cu mulţimea (—11) 
formată din punctele —1 şi 1. Cum această mulţime nu este un interval, 
rezultă (observaţia 1.4 d)) că funcţia f nu admite primitive. 

b) Funcţia f:R = R definită prin 

Aa) =020%* max (n € Zn s zi 
([z] = partea întreagă a lui 2) nu admite primitive. 

Într-adevăr, imaginea f(R) a lui R prin f, fiind egală cu mulțimea Z a 
numerelor întregi, nu poate fi un interval. Deci observaţia 1.4 d)) f nu admite 
primitive. 

e) Funcţia f:R = R definită prin 


A 0, dacă zs<0 
Rama a 


1 1 
sin —- —— cos —» dacă 2 >0 
7 Li pi 


nu admite primitive. 
Se observă că funcţiile 


fi: (—ca 01—-R, fa:(0, )-R 
definite prin 


fl) =0, fa) = sint — cos d, 
sa 


admit, respectiv, ca prim 


e funcţiile: 


Fu(2) =e, Fa(a) = zsin <. 
z 
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Dacă funcţia f ar admite o primitivă: P: R — R, atunci ar rezulta (ob- 
servatia L.A. a)) că 


Flicaau = Fit ek și Flo = Fat e 


Orice primitivă este funcţie derivabilă, deci continuă, prin urmare, primitiva 
F este continuă în ori 


ni, 
deci 
F(0) = lim F(2) = ca 
0 
de unde 
kE=a 
Aşadar, funcţia F va fi de forma 
; k, dacă z<0 


09) ZI7 pei maaaiiie le = dR0R, aa. 23.0. 
Z 


Observind că 


EU — sin (V)z>0 
3 


şi ținind seamă de faptul că funcţia  — sin-+- nu are limită în 0, deducem 


că funcţia / nu este derivabilă în 0. 
Contradicţie cu derivabilitatea lui / pe toată mulţimea R. 


1.11 Tabel de integrale nedefinite 


Peste tot în acest tabel J este un interval CR 


1. PIR>R mag an 
fo) = mi neN ji ape 

2. PI RI E (0,0) za 

| fo) = ai ae RN) (pe 


lj 
[3 


a RR SR ax 
Ra = 0% ae Riu ze 
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a. PI = Je Re 
na $ Lazi izire. 
ra f:I>B JERN(-a, a) 
Dia eat ps) SU A ti 
fe = plz teo $ az i n] 
6. F:R=R 
AS pe a 
LL le ara al [ ale = artere. 
2 PRR ao as 
A zapir Ş sin 2a2= cos z+e. 
3. 1 a $ cos 2 dz = sin z + €. 
e f:I>R; venS(i+ ne sez) ş 
a) = a dz=tg z+e. 
10. = R:; J CRNUmIke Z) 
Ma) = Taz ata az = ce ze, 
1. , 
8: ven(er+ Ș tezaz = —in lcosa | e, 
[(2) = tg z . 
12. Fii Da alea $ ctg = az = în sina re. 
13. PRR 
Mo = pai ae $ a de o ne V a Fa) + e. 
14. PATE ID) 
Ci cu [0 
$ Pg den le+Va= a|+e. 
15. 
FE 
$ pa ce = arsi 2 + e. 


Exemplele 13 şi 14 nu sint evidente şi sint mai puţin utilizate decit celelalte 


exemple. Dăm în continuare justificarea exemplului 13 (exemplul 14 se justifică în 
mod analog). 


n 


Derivînd. funcţi:i 


ala) + Vară (ez) >0, WzeR) 
obţinem 
Cea = IE AU 
Vara Vara 
deci 


na = LE = (n ate), 


(adică funcţia z— In g(z) = In (2 + VF a) este o primitivă a tunaţiel 
1 


[iso Ra 


1.12. Exerciţii 


1. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii: 


1. fm) =a+2z+3, zeR; 
2. f=a+t, ze (0,c); 
ca 
3. fla=a+ 1, zeţ-s,o); 
= 
4. [(2) = a sin z + b cos z, zeR; 
Lă Pa CAE Bt 
mi-a ze( : ) 
8. fe = pa ze (-2,2); 
7. 2) = „e (o. =); 
LA FĂ 
8. fa) = = (o, =); 
9. ft = Ea zen 
10. plz) =, să 3 zen 
n. f(m=2+e, zeR; 
1. na A E A 
18. fa) = ze (—=,—1); 
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14. (2 ze, 


15. f(2) = zVz+r2zVa, ze (0, o). 


UI. Să se arate că următoarele funcţii nu posedă primitive pe R: 
1 fa) = 2, „ek, 

unde [2] înseamnă partea întreagă din z. 

Indicaţie: Se va folosi acelaşi procedeu ca la exemplul 1.10. 


1, dacă z>0, 


2. fa) = 0, dacă z=0, 
—1, dacă 
x, dacă 230, 
22 sin A — cost, dacă ze RN 40), 
0) î 
dacă z = 0. 
dacă zeQ, 
5. fla) -(5 dacă ze RNQ. 
lazi, acă ze, 
fe) = (i da casa, 
cos A, dacă z e RN(0), 
7. fl) 
2 dacă 2 =0. 
2 
sin î, dacă z e RN(0), 
E 
8. fila) 
LA, dacă 2 = 0. 
2 
sine, sat), 
9. f(z) 
z=0. 
10.f(2) =] 2 


Il. 'Ținind seama de faptul că orice-funcţie continuă pe un interval / are o primi- 
tivă, să se arate că următoarele funcţii au primitive pe R: 
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dacă z e RN40), 


E dacă z = 0. 


z sin, dacă ze RNI0) 


2. flo = i 


0 , dacăz=0. 
sin Î, dacă ze RN (0), 
3. fi = 
0 , dacă z=0. 


0, dară z=0. 
= z 


5. fa =b e”, dacă ze RIO). 
0 „dacă z=0. 


„dacă z e RN(0), 
0 „dacă z=0. 


Ei 
fie fala 39 


7. fim =be “sin ED dacă ze RN(OI, 


o „dacă z = 0. 


| 
| 
| 
i | cos A, dacă z e RMO), 
| 
| 
| 


IV. 


1. Fie f:la,5]—R şi ce (a,b). Se presupune că f admite primitive pe (a, c] și pe 
[e, b]. Să se arate că f admite primitive pe [a,b]. 


3. Fie fi ita,d]—R, fe :[a,5]— R două funcţii care admit primitive. Presupunem că 
există o mulţime finită A de puncte din [a, 8] astfel înctt 


VW) z ela tIM4 = filz) = fala). 


Să se arate că fu(z) = fa(z) pentru orice z e (a,b). 


3. “Să se arate că dacă f: R — R'este astfel incit f2(z) = 1 pentru orice z, atunci f are 
o primitivă dacă şi numai dacă f= 1 sau f= —1. 


4. Se consideră o funcţie f:[—1, 1] R care coincide cu funcţia sin ÎL dacă 2340. 


Să se arate că pentru ca f să posede o primitivă este necesar şi suficient ca /(0) = 0. 
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5. Se consideră funcţia f:[—1,1] —> R definită prin 


1+sinl , dacă ze(0,1], 
= 


fim = o „ dacă z 
—41 + sin Î, dacă ze[-—1, 0). 
= 


Să se arate că f nu admite primitive. 
6. Să se arate că funcția f/:[—1,1]— R definită prin 


cost, z=k0, 
na) = E 


o , ==0 


nu admite primitive. Să se deducă de aici că dacă o funcţie f:[a,b]— R admite 
primitive nu rezultă, în general, că funcţia f* admite primitive. 


3. Fie (a,5] un interval din R. Să se construiască o funcţie 
fila,5]-R care să posede următoarele proprietăţi: 
i) să tie mărginită, 
ii) să tie continuă în orice punct din intervalul deschis (a, b) şi să fie discontinuă 
în punctele a şi b. ” 
iii) să posede o primitivă, 
iv) să fie egală cu zero în punetele a şi b. 
B. Fie (a, 6] un interval şi A o mulțime finita conținută în (a, 6]. Sa se arate că există 
o funcţie f:[a, 6] R cu proprietăţile: 
i) să fie mărginită, 
îi) să fie continuă pe [a, BIN A şi discontinuă în orice punet din A, 
iii) să admita primitive, 
iv) să se anuleze pe A. 
9. Fie f:[a,8]— R o funcţie strict crescătoare care admite primitive şi fie Po pri- 
mitivă a lui f. Să se arate că pentru orice E e (a,b) există z,, za e [a,b] astfel încit 


TEGRAREA PRIN PĂRȚI 

In acest paragraf şi în următorul admitem următorul rezultat (a cărui 
demonstraţie se va da în capitclul II, teorema 4.8; demonstraţie care nu se 
bazează pe rezultatele din aceste paragrafe): 
„Orice funcţie continuă f: I - R admite primitive“ 

Folosind acest rezultat şi formula de derivare a produsului a două funcţii, 


obţinem următoarea: 

2.1. Peooremă. Formula de integrare prin părți. Dacă /, p:J-R 
sînt funcţii derivabile cu derivate continue, atunci funcţiile fe, f'z şi [e admit 
primitive şi mulțimile lor de primitive sînt legate prin relația: 


Şreeaz = fe — Gat az: 
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Demonstraţie. Se ştie că orice funcţie derivabilă este continuă, deci din 
ipoteză rezultă că funcţiile f'g şi fe' sint continue, prin urmare şi funcţia 
(4) (fe fest [e 
este continuă. Atunci, pe baza rezultatului menţionat mai sus, funcţiile f'e, 
fe și ([2) admit primitive. Aplicind teorema 1.8 (a) egalităţii (1), obţinem: 


(2 Ș revtodaz = Șmatmaz + $pdetzaz. 
Însă (observaţia 1.7) 

(E) Șotoaz = fe + e 
Din (2), (3) şi teorema 1.8 (e) rezultă 


| noetnuz = fe + e — Gatodf(aduz = fa — $mataaz 


3.9. Bzremple 
1) IE cos e da = ) a(sin a) da = 2 sin a— ) inz)z dz = z sinz — ) sin 2 da= 
= 2 sin d cos ze. 


j 


= vos sin 2 — Şi z (cos 2) da = 


2) ) coste de = | cos z cos zdz = cos x (sin zdz = 
= sin cos z + ini dr = 

= sin zvos 2 + $u — cost hd = 

= sin z cos e +j 1 dr — ( cost ae = 
= sin a cos a ur — coste d, 


deci 


1 
(costs dr = 7 (2 + sin zcos 2) + €. 
Analog se arată că 8 


2) sint de = A (e — sin a cos z) + e. 

3) Pzsin zar = > (cos z)'dz = 
= — 2? cos 2 teos 2) (22)dz = 
= cos 2 2$z cos zdr= 


16 


= — 22 cos z + 2(z sin + cos z + 6) — 


— a cos z+ 22 sin 2 +2 coste. 
în exemplele (4) şi (5) funcţiile sînt considerate pe intervale 1 C (0, 
An 2) E); lazi 
ni 


1) Pentru n & N, avem Ş= în za i) 


zmei 
a (In 2)dz = 
= Ping fim Las = ae (Pee | jnaz= 
n+i n+i z ni ni 
Sei anu mn 
== u — e= 1 — 3 
E ziua) SETI, a [n za); 
5) $ cos (In z)dz = ) cos (In z)-(2)dz = 
= zcos (In 2) — $ z(eâs (în z))de 


z cos (in z) 1 je ia Viasat 


cos (In 2) + sin (in c)dz 


Calculind 
(sin (in z)dz = 2 sin (in 2) — $= (ein)in z)az = 


= 2 sin (In 2) — cos (in z)dz 
şi înlocuind în egalitatea de mai sus se obține 


( costinzjăz - = [sos (In) + sin.(n=)] ca 


6) Se consideră un interval 7 din R astfel incit 
sin z 40, (Wze/ 


şi se cere să se calculeze primitivele funcţiei 
A n>2, neN. 


z— 
Scriind sinnz 
1 = sintz + cost 
avem 
1 Sai costa 
sinnz 7 sin sina 
şi deci A 
1 
de ) sinn-az d2+ ) sinnz 


$ 1 
innz 
În a doua integrală din membrul drept aplicăm metoda integrării prin părţi, obser- 


vind că 
17 


2 — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


Deci 


De aici deducem 


1_ ae 
in 2 


Notind, pentru n > 1, 


wwua ce permite să calculăm /n pentru n par și să reducem calculul lui Zn pentru n 
impar la calculul lui 


Vom avea 


7) Să se calculeze ) VE Fa dz, unde funcţia 


3 VREA 
se consideră definită pe un interval / pe care 2? + a >0;a 70. 
Avem 
2-a a 


F 
ra da E- a = dx. 
ÎL Ie e bă Ocna ÎL a 
Pentru a calcula integrala 
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= az 
Vara 
vom aplica metoda integrării prin părţi. Avem 


Șarpe vza 3) ide VE aaa 
Prin urmare s-a obţinut relaţia 


paFsaz = Vp Va Fsas + Ș te 


şi deci 
PV Faaz = LV 
Intrucit 
Ş dz = în (2 +V/I Ta) + e, 
Va 
deducem 


ȘVaFsaz = La V par i In (+ V2Fa)+e. 


8) Să se calculeze $ Vaz dz, a >0, unde funcţia 2 — V 


este definită pe un interval Ic (—a, a). 
“Avem 


Pi 1 să 
aa fa = E de = afraid | 
Pentru a calcula integrala 


dz 


j7z= 


vom aplica metoda integrării prin părţi. Avem 
== -Ş=va ZA) az — VIZA + $va Za dz. 


7 


Prin urmare s-a obţinut relaţia 


ja zis = sp 3 pasa + ej 


pa Baz= vaz + 


e 
a 


2.3. Exerciţii. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii: 
1. fl) = n z, z>0. 1 


- fim ana; z>0. 5. fa) = n, 52-02 
8. flz) = Intz, z>0. 6. f(z) = 72 In. x, > 0 unde a este un 
4 [(2)= 2 în z, z>e număr real varecare. 

7. fa) = Inna, z > pn număr natural, n > 2. 


19 


8. fl) a 2 îinz, z>0. 9. f(z) = 22 (n zh, z>0, 


unde a & R iar n este un număr natural. 


10. f(z) = ze, zeR. 12. fim) =(d— ze, ze. 
ML. fiz) = (2? —22—1e, zel. 18. f(z) = zen, zeR, 

unde n este un număr natural şi «ae R. 
14. [(2) = 2 sin z, zeR. 16. f(z) = 2 sin az, zeR 
15. fa) = (22 — + 1sinz, ze. unde n este un număr natură! iar as R. 


17. flz) = e sin z, zeR. %. fin) =ay/ari, zel. 


* sin 27, ze. 29. fir) Vai, zeR. 

19. f(z) = e sin Bz, zeR;a,f == 30. [(2) = ya d ala teo) 
=,Bi 31. fl) = Va ze, +). 
Pi a. [(2) =V35 ze(-3,3). 
zeR. 38. [(2) = az! ze(-3,5). 


zeR. 
25. fi) = 2 ze 
2. f(z) = Vai, zeb,+o), 
27. fila = Vara, „eR. 


$ 3. PRIMA METODĂ DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ 


In multe exemple, funcţia 4: 7 R, pentru care căutăm o primitivă 
(funcţia care vrem să o „integrăm“), poate fi pusă sub forma 


(D h(0) = fel) - 9) ve, 
unde p:/ — J este o funcţie derivabilă, iar f:J-—R. 

Dacă funcţia f admite o primitivă F, adică P' = f, ătunci,ţinind seamă 

de regula de derivare a funcţiilor compuse, putem scrie 
h(0) = F'i(e(0)- p'(0) = (Fop)) 
deci Fog este o primitivă a lui h. 

Aşadar, găsirea unei primitive a lui k s-a redus, în condițiile de mai sus, 
la găsirea unei primitive a lui f, problemă care (adeseori) este mai simplă 
decit găsirea unei primitive a lui h. 

Se observă deci că o primitivă a lui A se obţine compunind o primi- 
tivă F a lui f cu funcţia e. 

Să considerăm următorul exemplu: 

(2) h(0) = (at + 0 (VER 
unde a, b E R, az 0, n număr natural > 1. 
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Ținind seamă că derivata funcţiei 
pat WNER 
este egală cu constanta a, 

e =a (men 
şi luînd 
A [= a WzeR, 
se: observă din (2) că Ph ar avea forma (1), dacă ar mai fi înmulțită cu 
constanta a. Deci 


ah(t) = (at + b)- a = ft) - și) 
adică 
Mm) = 2 fe) e). 
3.1. Meoremă (prima metodă de schimbare do variabilă). 
Fie £, J intervale din R şi 
Pa a 
Tuneţii cu proprietăţile: 


(a) e derivabilă pe 7, 

(6) £ admite primitive (tie F o primitivă a sa). 
Atunci funcţia (foș)-g' admite primitive, lar 

tuneţia Fo este o primitivă a Ini (fo 9)- 97, 

adică 


Șreto)- pna = pog + e 


Demonstraţie. Funcţia F fiind o primitivă a lui f, este derivabilă pe J şi 
= [. Însă e este derivabilă pe 7 (ipoteza (a)), deci 


şi Fog este derivabilă pe 7» 
(Fo 9) (0 = Flo): 90) = flo): ep) (ver 
Aşadar, 
funcţia Fo e este o primitivă a lui (fo e): e. 
3.2. Observaţie. Ținind seama de faptul că orice funcţie continuă admite 


primitive (observaţia 1.4. e)), putem aplica teorema precedentă, pentru func- 
țiile f continue. 


3.3. Observaţie. În prima metodă de schimbare de variabilă distingem 
următoarele date și etape: P 

a) Se dă o funcţie h:7— R care are primitive (de exemplu o funcţie 
continuă); 
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b) Se caută două funcţii /-%> J-/> R astfel încit să putem scrie 
h(0) = fe) - e we nf; 
se spune că g este funcţia care schimbă variabila (£ în variabila 2). 
c) Se caută o primitivă F a lui f, adică 
Şraz =F+e. 


«) În aceste condiţii o primitivă 7 a lui (fo q): e” se obține din F prin 
laţia 


H=Fog, 
adică 


Şmoau = $rew) “pd = Fog+e. 


Uneori se substituie formal 
el) prin z şi p(()dt prin dz 


in 
Ş re) dou 
şi se scrie „egalitatea“ 
Ş rea - atat = Şhzăz: 


Această „egalitate“ nu are sens, deoarece: 
membrul sting reprezintă mulţimea primitivelor funcţiei (fo) : e (care sint 
funcţii definite pe intervalul 7), 

iar 

membrul drept reprezintă mulţimea primi 
definite pe intervalul J). 

Cele două mulţimi pot fi diferite 


chiar în cazul cind / = J şi e nu este funcţia identică. 


elor funcţiei f (care sint funcţii 


„Egalitatea“ menţionată mai înainte este o preluare formală, fără sens, a 
formulei de schimbare de variabilă în integrala definită: 


i neo): etinar = fi paz, 


* a) 
formulă care va fi demonstrată în capitolul II (teorema 4.1.2). 


3.4. Tabel de integrale nedefinite 
p:I — R derivabilă cu derivata continuă. 
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$ onleletteaz = zi +e, ax. 


a. $ galaer(a)az = ac 2 e, ae RN(—1), ae (0, ). 
3 Ș are az = 0 + e e, aaR;NW), 
| $ PDaz= imitate, olă)ato, (We. ; 
plz) 
5. ] Se/(5) 3 aia [= |+e, glz) ft a, (ze lao. 
pi) = Pale 7! ela) +a 
az) ez) Ri 
| preia e Si 
7. ) sine(z) ș'(2) dz = —cosp(2) + €. 
8, $ coselz) ș'(z)dz = sin(z) + €. 
o | ŞaBelai = tool) re, steel + nz|rez) ma er. 
10. $ Pe) az = —cteștz)+e, ele) etinitez), (Waal. 
sinte(z) 
4. | ( tatete)ottejaz — —Im icosa(a) + e, sea +? hezize je 
1. j cigte(z))e'(2) dz = In |singlz)| + e, ela) (irlkez) (vie. 
18. ] = [ete +VaaFaă|+ e, ao. 
14. ) DS) da muia |et+ va =] ace 
Via 
e(I) c(—, --a) 
a>0 sau 
[3 eta, =. 
15. dz = art sin -Pl2. +e, a>0, e) c(-a,ai 
Fi 
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3.5. Exemple care utilizează prima metodă 
de schimbare de variabilă 


1) Să se calculeze Şt + DB) dt, unde 


abER,az0,neN,nzi. 
aceasta poule fi pusă sub forma 


Am văzut Ia inceputul acestui paragraf că fu 


AL fate) - grin = A țar + 6) «a, 


unde 
e) =a +, teR, (p este derivabilă) 


şi 


a) = m, zeR, (/ admite primitive) 


O primitivă u lui f este funcţia 
zeR, 


devi, în baza teoremei 


A lat + pe 
, E A Ceas) nl E 
tele) CEA ten, 


este o primitivă u func 


Tel) * 900) = (at + b)n-a. 
Aşadar 
speri pp 


Lă bau = 
Piru -e malo Ia 


+e. 


Pentru un calcul rapid se procedează nstfel 


$ (at + umar = (= (ar + bine adte = LÎ (ar + bn adi = 


a 


= Apei epe fat + bn Ju a, Alabr AjrAe Le 


n+i an +) 
2) Fie u:1-R o funcţie cu proprietăţile: 
(a) ut) 40, (Wre/, 
(B) u derivabilă. 


Se cere să se calculeze 


tuncţia u' avind proprietatea lui Darboux (vezi Elemente de analiză innatematia 
el.aXI-a) şi ținina seama că nu se anulează nicăieri [ipoteza (a)',deducem că u” pâst 
za semn constant pe /, deci 
sau (> vre 
sau w() <0 Wrez. 
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Dacă u' > 0, atunci u este strict crescătoare. Însă u nu se anulează nicăieri (ipoteza 
(e)), deci 

sau ui) > 0 Wwjrei 

sau ur) < 0 Wee. 


1uzie şi în cazul cînd u' < 0, 


Printr-un raționament similar s 
Luind funcţia 


ujunge la aceeaşi 


ra = 
E 
definită pe (0, co) dacă u > 0, 
sau 
detinită pe (—c0, 0) dacă u < 0, rezultă că 
A — uliu ez. 
ute) 


O primitivă u funcţiei / fiind tun 


rezultă, aplicind teorema 3- 
(Po ţi) = în lali) | ter 


este o primitiva a funcţiei 16. Aşadar, 
u 


UA — 
) m a mute. 


Pe scurt, se poate proceda astfel 


) Ati ae = Şun lut) a = mouţe. 
ul) 


in 2e di 
3) Să se calculeze (a scope 


Luăm 


1=8,I=H2 
şi 

p EC LARS 
definite prin 


ele) set 


+ sin%, 
respectiv 


fat 4, 
a 


Atunci f este continuă pe J, ș este derivabilă, iar derivata sa 


sii) = 2 sin t cost = sin 2 


este continuă pe 7. Deci sînt indeplinite condiţiile teoremei 3.4, 
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sin 24 dt 1 PI i 
aie = qi er = Ș feteae 


Funcţia 
Putine, rei2] 
fiind o primitivă a lui f, rezultă (în baza teoremei 3-1) că 


| sin 24: _ 
sine 
4) Să se calculeze 
unde funcţia ” 
hi) = = 


sint 
este considerată pe un interval / CR astfel incit 

sin t£0 Wwer 
(de exemplu 1 = (0, =). 


Puneţia vonsideruti în acest exemplu mw pare, la prima vedere, a fi de forma 
op. 


Pentru a o aduce la nceustă formă (san la combinaţie liniară de funcţii de această 
formă), vom fure unele transformări. De exemplu, seriind 


vaste vint ca 


obţinem 


adică funcţii de sub ine 


Deci, în baza exemplului precedent, avem 


Şae- în hez]+e. 


Se mai poate face şi țransformarea 


1_ _ sine sine - sine si) din 
sin 4 sin 1 —costz (4 —cosz)(1 + cosi) 2 1 — cost 
1 sint 
eri i 
zr00i 2 1pcosr 
1 1 (_sine 1 _sins 
-dt= — d — - 
(zar 2 lpaezeat Pal el 
-2$ (1 — cos ae pu con e a 
2 1 — cost 2 1+ cost 
= din [4 — cos | — in (1 + cos 4) ma £ la: Ei] = 
2 2 2 1+ cost 
Să. 
1 — cost]? [i 
m ———— e=l — 
eee ete injiaca | 


5) Să se calculeze integrala 
PVIizia, 


unde funcţia de sub integrală este definită pe intervalul = ia 


Avem 


Punind 


unde . 


deducem că 


ele) = 1 + te 


şi deci 
i i) di "ear. 
Ă parte Ft de i e = nete e. 
Întrucît 


Ş rodaz = Zei dz = în (2 +VI FD) + e, 
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obţinem 
| Fig de = în (tg + Vi Fig) +e. 


6) Să se calculeze: 


unde funcţia 


Se aaa 
waxi 
este definită pe un interval IC (0, co). 


Punind 
LA LL 3 
unde 
= 
şi 
Ci 
N AȘ 
avera 
pari 
? 
şi 
tt ol = 90 — = pete)et) 
pașa Je Ve +2 
Deoarece 


$ roa= = n (2+V7ZȚa) + e 


deducem, aplicind teorema 3.1, 


de = în (70) +V2F 7) + e= 


1+Vi 


[a EI 
24 Vezi E Pa 


7) Să se caleuleze $ Va pb Fed, a >0, 


unde funcţia 


n Vai Fie 
este definită pe un interval J pe care at? + bt + e este strict pozitivă. 


Dacă at? + bt: + e nu are rădăcini reale, atunci I poate fi R, dacă a + bi-+e 
are rădăcinile reale a, f cu a < f, atunci avem 
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Ic(— co, a) sau ZI C(B,+ o). 
Deoarece a > 0; avem 
at+u+ e = Entzar+ B+ a ae — bt] 
şi deci 
telul > 8 —aac. 
Considerăm acum funcția 
e:I-R 
definită prin 
şt) =2a+b. 
Din cele de mai sus rezultă că 
sili) > 8 — a ac, 
9 =2a, cel. 
Punind 
N VE Fat, 


observăm că f este definită pe orice interval pentru care z* > b* — 4 ac. Deoarece 


te Ii) > 0: — ae 
rezultă că f este definită pe intervalul ș(7); avem 
e) = Vai B=2VaVairire 


şi deci 
Hote)-o't) = da Va Vai it e. 
Din exemplul 2.2 (7) deducem că 


Em je VAF BI +e 


nea =, Za VF Iae ID 4 40. 


şi deci din teorema 3.4, obținem 
ja 

Aac 
2Va 


8) Să se calculeze 


Fi Feai= în [ae + o) Vai FIRE + 
Fi 


]+e. 


d 


im ja o apa Va pure 


) Va pot Fe dt, a<0, 
unde funcţia 
1 Vai Fu Fe 
este definită pe un interval pe care at? + bt + e este strict pozitivă. 


Aceasta are sens numai dacă rădăcinile trinomului sint reale şi distincte. În acest 
caz dacă rădăcinile sint a și 6, « < 6, atunci 


1clB) 
şi 
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B—4ac>0. 
Deoarece a < 0, avem 


a + be e= — A (3% — (200 + d?) 
îa 
unde 
3=Vhi—aac. 


Considerăm acum funcţia 
ș:I—R 
definită prin 
şt) =2a+ 8. 
Din cele de mai sus rezultă că 
pi) < 8, tel, 
PD = 


Punină 
Mad=Vă=aă, 
vbservăm că f este definită pe orice interval pe care z? < 32. Deoarece 
te Isi) < 8 
rezultă că f este definită pe intervalul g(7) şi avem 


let) = 5 = Barb) = 2V/ aa Fiii e 


și deci 
let) - e) = sa Sa Vai pure. 
Din exemplul(2.5) ded icem că 
Şneue - VE a+ î aresin > +e 


şi deci, din teorema 3.1, obţinem 


Parser car = [ taae + Va Vai FIEFE + 


saV/=a 
pi — âae za + b 
pese sai PE sl 18 | j 
a aresin Za a ] 


sn 


Șase Feaz = | as +a 
sa 


In (2az + d + 2Va/aF iz Fe 9] +e. 


Ezerciţii 
1. Să se calculeze, utilizind prima metodă de schimbare de variabilă, 
primitivele următoarelor funcţi 


3u 


spe a amet A 


frz+3! 
Pai 
LA PEPE ATI 
4. fo) = tea 
5. 2) = 
cos z 


6. ne) = A, 


7. fa) = 2a sina? + deco + D 
8. [(2) = 0%, 

9. (2) = tez+ tz, 

10. f(2) = sin zcostz, 

11. f(a) = siniz costz, 

12. f(z) = sinz, 

sin z + cos 


sin 2 — cos 2 


14. (2) = tz + ttz, 


1. [= 


_ sinz 
16. fa) = e, 


16. me E, 
13. fi = Pe Ă 
rofl) Eee 
19. fa) = a 
2. fe) aa 
=. le oara) 


=): 


23. f(z) = cos z-sin (sin z) - cos (sin z), ze R. 


sin 2 
Bei ee ze bn). 
25. fa) =—— i — 

fa) FER ze (0, e). 

26. fa =VIra, zeR. ! 
27. fiz) =V/a az ră, ze (2, o). 
28. [id =VErzri, zeR. 
29. f(2)=VIA az 2, ze (1,2). 
30. fl) =V5 tă, (2. 2). 
ai. flo) = VA pază, zeR. 
ae. ze (1, ). 
38. =, ze (1, o). . 
84. fa) = AEsinz, ze (0,1). 

z 

1 

35 Za ze (0, ce). 


$4. A DOUA METODĂ DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ 


Am văzut că în prima metodă de schimbare de variabilă se căuta șă 
se pună funcţia de integrat, h, sub forma 
j HA) =Fe(0)-e'0), 
şi o primitivă H a lui A se obținea compunind o primitivă £ a lui f ou 
funcţia e: 
H =Foe. 
Există situaţii în care este mai uşor de găsit o primitivă a funcţiei 
n =(fog)p decit o primitivă a funoţiei f. 
În a doua metodă de schimbare de variabilă se cunoaşte o primitivă HI 
a Funoţiei h = (fop)e şi se cere să se găsească o primitivă F a funcţiei f; 
F se obţine din JI astfel 
P =Hogt. 


4.1. Teoremă (A doua metodă de schimbare de variabilă). Fle 7, J intervale din E şi 
rana 
Yuneţii cu proprietăţile: 
a) e bijeetivă, derivabilă, cu derivata nenulă pe 7, 
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b) funcţia h = (fo ee admite primitive (fie HI o primitivă -a sa). 
Atunci 

(1) Yuneţia / admite primitive, 

(2) funcţia 77 ag”! este o primitivă a lui f, adică 


Şrimaz= Hogi+e. 


Demonstraţie. Funcţia H fiind o primitivă a lui h este derivabilă și JI” = 
=h= (fo): 
Insă din ipoteza (a) rezultă că funcţia inversă 1 este derivabilă pe J, 
deci 
Ho! este derivabilă pe J 
şi 
(Log 19" (1) = Miza) (2) = 
= (fo phlz(z) - pe 12) - (ta) = 
ERE e 71 PRI Vp, red. 
= 1)" ep) PESTE) fre 7. 
Aşadar, funcţia Mo g! este o primitivă a Iui f. 


Observaţie. lpotezele (a) şi (h) pot Ti înlocuite cu următorul grup 
irictiv de ipoteze: 
a) g bijectivă, derivabilă cu derivata continuă şi nenulă pe Z, 

b') f continuă pe J. 
Ipotezele a”), b') implică atit ipotezele a), b) din a doua metodă de schimbare 
ariabilă cit şi ipotezele (2), (6) din prima metodă de schimbare de vari- 


mai 


pp Zdob) 
OS, 6). 


4.3. Observaţie. Fie f şi ș funcţii care verifică ipotezele (a”) şi (b'). Atunci 
pentru o funeţie F:J = R are loc echivalenţa: 


(a), 


este primitivă a lui fas F o este o primitivă a lui (fo 4. 
Cu alte cuvinte: 
„În ipotezele a'), b'), cele două metode de schimbare de variabilă sint echivalente“. 
Implicaţia de la stinga la dreapta reprezintă prima metodă de schim- 
bare de variabilă, iar implicaţia de la dreapta la stinga rezultă din a doua 
metodă de schimbare de variabilă. 
Într-adevăr, să presupunem că funcţia Fog este o primilivă a lui 
(fo php! şi să notăm 


H 


Atunci, în baza celei de-a doua metode de schimbare de variabilă, funcţia 


Fog. 


33 
3 — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


F 


Hopi=Pogog 


este o primitivă a lui f. 


4.4. Observaţie. În a doua metodă de schimbare de variabilă se remarcă 


următoarele. date şi etape: 
a) Se dă o funcţie f:J— R care ai 
continuă); 
b) Se caută o funcţie ș : 7 -+ J care este derivabilă şi ou derivata nenulă. 
În acest caz, e" (avind proprietatea lui Darboux) păstrează semn con- 
stant, deci e este strict monotonă, prin urmare există q-1; se spune că 
Vp :J = L este funcţia care schimbă variatiile (2 în variabila +); 


re primitive (de exemplu o funcţie 


c) Se caută o primitivă J7 a funcţiei 
(fo po, 
adică 
jropoau= n +e. 
d) In aceste condiţii o primitivă F a lui f se obţine din 47 prin relaţia 
F=Hogi, i 
adică 
$ noa =Hogi+e. 


EXEMPLE CARE UTILIZEAZĂ A DOUA METODĂ 
DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ 


1) Să se calculeze $ 8 
1+e 
Funcţia f:R=R definita prin 
der. Luă 
Ne) Si za 
este continuă. Luăm funcţia e : (0, co) -e R detinita prin 
ol) = ne. 


Această funcţie este bijectivă, inversa sa fiind 

p'i(z) = e (WizeR, 
iar derivata su 

= m reto, ce) 


este nenulă pe (0, ce). 


Căutăm o primitivă a funcţiei 


A pa e 
LCR Dire  rerari 


Avem 


$ re. artar — Şta Şi —$- i para e me. 


Notind cu 
Ho = 
primitiva lui i = (fo g)*g', rezultă în baza teoremei 4-1 că funcţia 
(HI o grai = e* — Inţi + e%) 
este o primitivă a funcţiei /. Deci 


ni + 


) e aa = et — intre) +e, 
Tre 


dz. 


2) Să se calculeze $37 i 
EI 


Luam (1, se) 2 (0, co) PR, unde 


i și pini, 


fa = =, 


deci 
sia =VTFa ej = 


Avind 


Fota ET) = 2 
ro tar = | icai =] Seas ra 


1 
= 4—— d= ln — e 
Sa 2) a îi zu 


ii VTFz=4 
Vitra VIFaz+i 


rezultă 


+e. 


3) Să se calculeze 


Sapa e 


Funcţia f: (0,cc) — (0,) definită prin 
a) 2: — i 
"Viraă 
este continuă. Luăm / = J = (0, co) şi ș:7— J definită prin 
1 
și = 
Observăm că ș este bijectivă, derivabilă, iar ş” este continuă şi nenulă pe /: 


= 3 
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Deci (observaţia 4.2) sint îndeplinite condiţiile teoremei 4.4. 


Observăm că 1 


(fo) = —— e = a VI 


deci o primitivă a funcţiei (foș) - ș” este funcţia 1— — pIȚă, , prin urmare 


$ (fo) era = — pTFă + e. 


Aplicind teorema 4.1 şi ţinind seamă că Pila) = A, obţinem 
PI 


[! de a VIE je 
aVira z 


4) Să se calculeze 
() Vă dz, (a>0). 


Funcţia f:(—a,a),—+ R, detinită prin 


nat paza 


este continuă. Funcţia 


x =] = (—a, a) definită prin 


olt) = a sin e 

este bijectivă, derivabilă, cu derivata continuă şi 
s (6) = a cos 10, me (—7, 
Observăm că 


Te) 9) = va 
deci (vezi exemplul 2.2 (2) 


$ roto) -mrau = (e sin e- cost) + e= 


a 


Ea cos t = a? costy, 


- za [i + sin ei ami ) +e. 
Aplicind teorema 4.4 şi țintnă seama că 


plz) = arc sin £, 
a 


obținem 


fra dz = * [ere sin £ + sin (are sin 2V 1 
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(in (ere sin =)] +e = 


= [aresta E + 2 V:-() -() f|+e- 


= atare sin 2 + Va are. 


5 sl 


5) Să se caleulezeț V/2 ra dz, a>0, 


unde funcţia 
z-n0= VE 


este definită pe intervalul (—a, a). 
Funcţia 


rs re 
IC teal 
definită prin 


gi) = a sin e 
este bijoctivă, derivabilă şi : 


e'(i) = acos 10, (me (—7. =). 


Avem 
PS "ata a—a sint, Pa 
Tel) pr V= 7 ra cost 
costi 
a Viei i 7 = =" ul dă 
şi deci 
) lol) - eta = .$ (4 — sin adr = a (t+ cos) + e. 
Deoarece 


pila) = arc sin £ 
a 


deducem, aplicind teorema 4-1 


$ nohtahiz = a[aresin Xp V si =) +e. 
a ai, 
6) Să se calculeze Ş Va iz Fe dz, 


unde a >0 şi b? — 4ac <0. 
Funcţia 
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fi Vas Fiare 


este definită şi continuă pe R. 
Gonsiderăm următoarea schimbare de variabilă 


W:R=R 
definită prin 
Ya) = Vaz + Va Fie. 
Avem 
= 202 +b 
Ya) = o 
a) Vaae 2Vaz + ba fe 


Să arătăm că Vila) o0lv)z e R. Dacă ar exista za e 1 astfel incit y/(z) = 
2VaV a Faza Fe + 202 +b=0 


deci 
dalază + ba, + c) = (2az + dh, 
de unde ar rezulta egalitatea C 
d — sac =0 
care contrazice ipoteza din enunţ. Avind 
Viadzo zen 
şi 
vor 
rezultă 
Vila >u Wire, 
deși 
(a) 4 este strict crescătoare. 
Pe de altă parte, pentru orice z=4 0 avem 
iba =(-0-2) 
Wa) = az zi) z == 
ZI aa sa - 
Vaz az baze PI PE 
z Ed 
, 
deci 
(e) lim iz) = 
= 2/a 
Evident 


ww lim Wn=4+e. 
Din (a), (8), (9) rezultă că 


ml zi +) 


Va 
iar funcţia 


gt pp: 


E pă 


satisface condiţiile teoremei 4.1. Punină 


= *la) 
găsim 
(Vaz =a + br + e 
şi deci 
E —e 
ii cui ceri 
Deoarece 
fel) 90) = (e Vaz): pi 
deducem 


Ș ret) tar = — Foto + rotoare = — Veatto + atu — toat. 


Dar 
por faza pa 
MR La 8 ae = povara + 
zne/a+5+e- 
= 4 ae 0) + Peene part i) +e 
deci 


tei i Ea Poem a Vaii) e. 


; va E 
$roto)-e (edr = — = e) + tele) Zi a — sa Va 


Aplicind teorema 4.1 obţinem 


$ rea — Va a Vaz + VF Fizpo)— 


LE aa VF + 2 Va VF + 


ra inlz/a (Vaz + Vaz pF 5 Fo) + 51+ e= 


= sa Fps Vai FT + BVB FF — 
a 


—SVE știa (aaa i 3) e 
Z 


4a sa/a 
adică 
$ Va FIZR dz = z [az + Va FI Fe + 
44 a In (2a2 ++ b + 2 Va / AFI E) îi e. 
4.6. Ezerciţii 


Să se calculeze, utilizind a doua metodă de schimbare de variabilă, 
primitivele următoarelor funcţii: 


8 n ya ai ze (0, 00). a 
2. fa) = cos /a, z e (0,00). 
Sa E ai =a(-z, 7) 
ie aa „an. Ă 
i ici =s bsi 
oi 77 = (0ece) 
Lă fa) = relee, za (—z, =). 
8: ra) — A 240, «). 
45. INTEGRARE 1 Ţin DR RAŢI 


5.1. Reamintim că o funcţie f: 7 — R, unde 7 este un interval din R, 
se numeşte raţională dacă există două polinoame P şi Q cu coeficienţi numere 
reale, astfel încit 


Pl). 
Qlz) 

O funcţie raţională f'se va numi simplă dacă este de una din următoarele 
forme: 


î) f(z) = ao + ah + mn F ama + aa; 


(W) ze 1=0 70 şi fa) = 


îi) fa) = ap» unde n E Ni 


a) 
PER Br + C 
iii an it 
Lut) (az + dz + en 
Se arată că orice funcţie raţională se scrie ca o sumă finită de 
funcţii raţionale simple şi prin aceasta calculul primitivelor unei funcţii 
raţionale se reduce la calculul primiLivelor funcţiilor raționale simple. 
Vom da in continuare metode de calcul a primitivelor funcţiilor de tipul 
ii) şi iii) analizind pe rind diverse cazuri particulare. 


„unde n € N* şi b: —4ae <0. 


5.2. Dacă funcţia rațională f : 7 = R este de forma 
1 


[m = 
a 

şi 

1c(a, co) sau IC (— co, a) 
avem 

dz=njz—a|+e, 

adică 

dz = In(z — a) + € dacă Ic(a, 0) 

Fi 
şi 
) 1__ dz = inţa —2)-+ E dacă Ic(—co, a). 
Peri 
Dacă funcţia raţională f : 7 => Reste de forma 
1 

fa) = Za" neN, n>2 

și 
Ia, co) sau 1 C(—e0, a), 

avem 

1 | 1 

ză i ET Zale 


5.3. Dacă funcţia rațională f: 7 — R este de tipul 


Lai 


Ei 
fa) = apa 2 r0 
şi 
ICR, 
atunci se ştie că 
| 1 z 
zaz=t arctg £ + e. 
Dacă funcţia rațională f: / = R (/ CR) este de tipul 
1 
= aaa 


vom da o formulă de recurenţă pentru calculul lui 


ne N, n>2 


să 1 
în —$ aaa de 
Inmulţind și impărţind mai intii cu a2, apoi adunind și scăzind 2? la numărător 
obţinem 
PE: d DR. | a? + a? să a za 
sa $ Zap ÎI = $ sân aic Ş (aa 12 = 


= alma = ez e] 


Primitiva din paranteză se va calcula prin părţi 


a pe za 1 1 a . 4 1 za 
$ (rai — — sn) popi 2+ ja ETEN pri 7 da 
teii 1 i IL aa — a 
an — 0) (pata FIA 2(n —1) Im 
i i li În e e RE, i 
Deoi D= [zz Zi) rani * 2021) 1-4] 


Inainte de a trece la calcularea primitivelor celorlalte funcţii de tipul iii) 
vom face următoarele observaţii. 
Observaţii: (a) Funcţiile de tipul iii) pot fi considerate (dacă se dă a factor 
comun forţat la numitor) ca fiind de forma 
B+ c 
a pai 


cu 


— 4ae 


pr — 49 = (2-a 


(8) Dacă p:— 49 < 0, atunci z2+pz+ g se poate scrie ca suma de 
două pătrate: 
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ma ae ratat era 


FÂN 1 pi 
=(2+2) +10 +, 
unde 


pm =z+ E și ay 
5.4. Dacă funcţia f: 7 = R (1 CR) este de tipul 


eg i 
fl aaa 


atunci folosind observaţia (6), avem 
= $ aa dz = aro tg 2 e = 


| 
E. SEES. 
ez să 


pa + a 
8) 2 22 + p e. 
fas E pp at 
Dacă funcţia raţională f este de tipul 
A 
sg ae N* 2 
La Dir prag ăi nEN*, n > 2, 
cu pt — 4q <0, atunci în baza observaţiei (6), putem scrie 
SEE Mg 
2 = ta FE 


unde 


p=2+2 şi î= 
Deci 2 


= Li sai PE cs 
$ nodaz (ca ap 42 pe ap de =Foere 


unde F este o primitivă a funcţiei 
ae Ss 
(ura 
al cărei calcul a fost descris în 4.3. 
Dacă funcţia raţională f este de tipul 
= 


Lore razei 
atunci, înmulțind și împărțind întii cu 2, apoi adunind și scăzind p, obţinem 


„nEN*, 


e da BEE e lit ae 
aja (2 +pr+ o 2 (î+pz+gh 


A doua funcţie din membrul drept este, abstracţie făcind de constanta 
ra de tipul precedent. 
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Pentru a calcula o primitivă a primei funcţii din membrul drept, facem 
schimbarea de variabilă 


Ya =2*+pz+g, 


şi obținem: 
2z +p daia Ya) dis = 1 Si 
ea a d În i nara 
cai la 1 jo 


n (a rpzra)ri 
5.5. Evempla. -Se consideră funcţia raţională 


EZ z+i 
fa) (Fr z+ 
Avem, aplicind procedeul de mai sus 


a+i 1 trai 


1 1 
FIR 3 rai Ta IRI 
şi deci 
4 1 1 1 
== — d. 
$ az 2 (A+raz+1) +3 $ (Faza 


Aplicind acum procedeul de la 5.4 funcţiei 


1 
Orar 


vom ave 
(2 + 0? = z+1)-8 
şi deci 
| 1 PESE Mt + 2 + 1) = (22 Attra, 
(at za 3 (rara 
4 1 (22 + 241 
= 2 az În | oz pri a 
i i zen ii CĂ Lai (sara) 
Aplicind formula integrării prin părţi la termenul al doilea din membrul drept 
avem 
(2 + 2 +1) 1 22 +1 2 1 
22 +- 4 dz = = i di 
Tes uitati d Pr 2 roma a VE amar i 
şi deci 
A -.] 22 +1 2 1 
pd & dz. 
$ Fara 4 o rari ta ] Bari” 
Aplicind acum procedeul de la 5-3 obţinem: 
L. d 
dz = dz= 
fra Sr 
++ a + (42) 


a4 


+ re 


În final găsim 


+ 1 EI 4 _2z+t 
dz =—2>. A 
) (tr zf = 2 Pe Dr CIT E TITI 
42 27 +4 1 __z=—4 CM a 22 +1 
1 = 12 = e. 
Iu) 72 Sudia Vă pă CE PACII Mult ) ini y3 si 


Admitem fără demonstraţie următorul rezultat: 


Tooroma (Deseompnnerea tuneţiilor raționale fn funcţii raționndo 


simple.) Fie f: 4 = E o funeţie rațională 

Pla) 
3) a (Qlz) £0 Wzer 
(2) == Try (012) (Wa ) 


uude P şi O sint 
O în factori prin 


olinoame prime între ele. Presupunem că descompunorbu lui 
are forma 


0tz) = (2 — a)" (e apt (+ Miz + N) 


Atunei f se doscompuus, în mod arie, 


ha) A+ 2 “i re 
ml e aur (> 7) ui 
„ăi PR _. 


unde 
unt 


L este un polinom cu coetieienți reali, Înr am Mm Ama Afs P7s CP 
onstante reale şi A? Nm 0 


5.7. Observaţii. Practic, pentru a realiza o descompunere a unei funcţii 
raţionale ca sumă de funcţii raţionale simple se procedează astfel: 
Se face împărţirea cu rest a lui P la Q. Vom avea 
P=L-Q+R 
unde R este un polinom de grad strict mai mic decit gradul lui Q şi deci 
Pi 2 1 na), 
gta) 42) + ote) 
i) Se serie formula de descompunere ca în enunţul teoremei în care coofi- 
cienţii Ay... By---y Cy-- sint nedeterminaţi. 
îi) Se aduce la acelaşi numitor în membrul drept şi se pune condiţia ca 
numărătorul fracţiei care rezultă în membrul drept să coincidă cu numărătorul 
fracţiei din membrul sting, de fapt aceasta revine la a scrie că două polinoame 
coincid. 
iii) Se obţine un sistem liniar în care necunoscutele sint coeficienţii cău- 
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taţi da Dias 6, 
Deci, existenţa şi unicitatea soluţiei acestui sistem este echivalentă cu 
existenţa și unicitatea coeficienţilor din teorema 5.6. 


Procedeul descris mai sus de găsire a coeficienţilor Aj... Bu-.-, Cu... se 
numeşte metoda coeficienţilor nedeterminaţi. 
5.8. Ezermple 
1) Să se calculeze 
+1 
Fir dz 
pe un interval J care nu conţine punctul z = —4, 
Vom avea 
d+1 za 
aj eg it Pi 


şi din +1 = (2+1) (a2— + 1) deducem căare loc o descompunere de forma 
z+4 A Bz + C 
ri ari Aa 
același numitor în membrul drept obţinem 
—2 +1 = Alt — 2+1)+ (Bz + C)lz+ 1), Wzer 


Aducind 


şi deci 
241 = A+ DB) + a-4A+8+0 + 4+0, ze, 


ceea ce conduce la sistemul 


—A+B+o=-, 


| A+8B=0, 
A+c=t 


Un calcul simplu ne dă 4 = 2, a=-2, CE 


Deci 
2 _+ 1 _22 
fl Sa” 
ai Rp PE. (2 +a 
Prin urmare ŞI ae n PE +e. 


2) Să se calculeze 
Fi 
jeae 1 dz 
pe un interval care nu conţine punctul z = 0. 
Divizorii ireductibili ai lui 2 + 25 sînt z şi 2? + 1. Primul are ordinul de mul- 
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tiplicitate 3, iar al doilea are ordinul 1. Avem deci 
1 Aa Aa pda pBziC 
Fri atatia 
Aducînd la acelaşi numitor în membrul drept obținem: 
4 = Asa? ++ 1) ++ Aaa? + 1) + Asa? + 1) + (Bz + C) 
şi deci sistemul 


a cărui soluţie este 


431 A 
Deci 


2 


ma = 24 +a: 
3 pa 
Prin urmare $ pg = n E — re. 


3) Să se calculeze 
2-4 


dz. 

arari 
Divizorii ireductibili ai lui zi-ka?-1 sint a-ti şi 22 — +1. Fiecare dintre 
aceşti divizori are ordinul de multiplicitate 1. Avem deci 


Bz + C Bz +0 
Mo pai tai: 
Aducind Ia acelaşi numitor în membrul drept obţinem: 

zi (Bz+ 0) (a —2+1)+(BPa+0)(at+z+1) 
care conduce Ia sistemul 


B+ B'=0 
—B+0+B'+0=0 

B—C+B'+0=1 

C+C' = 


echivalent cu sistemul 


a cărui soluţie este 


Avem 
1 z 


fa) = 


1 1 
a Frati E ePES EI 
2 [i 


4 


de unde 


z+1 Ap fkati i, 2241 1 22 —4 
dz = A în — arc + arctg 2 + e. 
mr ui em 2 UNII 774 ind a 


4) Să se calculeze 


za z—cosr+5 
pe intervalul (—z, 7). 
Facem substituţia 


Li ui ze (—n,n) 


obţinem 


z = el) = 2arctg 4, te (—, +a) 
şi 
et a 
Punind 
di Tzwzc rd al) 
obţinem 4 
De a i 
ag 1-2 
Fi + s 
e pier F 
ap At 
- 4 NE. AA i = = . 
Telo)-ett) = — Dag 1 FE rara 
1+PĂ 1+6 
Deoarece 
: îi a SEA +1 
fren-ma = apara 4 = e sete Sp + e, 
obţinem 
E ata 
Pnoae = parte — pt e 


5.9. Ezerciţii. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii raţionale, 
utilizind descompunerea în funcţii raționale simple: 
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n Bi para eră 
2. ma EA, ze (-, o) 
=3 +z+i = 
Bf set-a,1). 
+1 Pe 
1 fo RE Faza si-i 
Pa 
5. fa) = Pra ura d zek. 
PERRIN | A Oe 
6 fo = pai aa Fi citita 
2 
7. o = pp ze b,1) 
1 
îm 1 aaa: ze (0, c) 
1 
= der ro PRI 
10. 72) = Ce ul „zei, s). 
PFEA VĂ +0 Vor, 
11. 2) - = (0,.%) 
1. n ze zen 
2 
A, e pi 0, 
14 fl = ata caută: 
16. o = DT ze (0,0). 


5.10. Bierciţii. Să se calculeze primitivele următoarelor luneţii reduceti 
bile 1a funcț raţionale: 


L 

1 10 PER ze (-1,%). 

2 a (n, LE). 

DL a ca ara zeR. î 
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4 — Eiemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


4 


5 


LE 


ia e 
Lilisor cau 


fa) = 


PE N AN 
VOz = 10 a 
4 
Li TESTA E re 

Pa) = 
1—dp/1— a 
a VIIRE_, 
1+2+VIFzFa 


fi =aV/ Fir, 


Mao —, 
++ 5 


1 o sFeaz! 


Fi 
Er 


Pa) = 


sin — 2cosz +3! 
Fii 1 
sin z (2 cos z — 2 sin 


ft) 


PE: m ai 
Îl) — pat oo" 
1 
Lia costz siniz! 


10 DEE aa sim a! 


zeR. 

ze (2,5). 
ze (0, —1+/3). 
ze (—1,1). 
zeR. 


ze (145). 


ze (—15). 


ze (or) 


2 (0, =). 


unde a este un număr real 0<a<1. 


WI. 
Funcţii integrabile 


$ 1. DIVIZIUNI 


1.1. Detiniţie. Fie(a, 8] un interval închis şi mărginit din R. fie nu- 
moște diviziune a intervalului [a, b] un sistem de puncte 


A = (ros Zu one Zau Za) 


din [a, 2] astfel încet 
= CPS Ciu <z=b. 
Uneori vom nota diviziunile astfel: 
A (0 a Cal =d) 
Cea mai mare dintre lungimile intervalelor 


[zoo 2 [ras Za), ---n (rau Za] 
se numeşte norma diviziunii A şi se notează: JA ||. 
Aşadar, 


An max (ri — azi). 
1cien 


1.2. Ezemple. Sistemele de puncte 


A=0, 1), 
A =(0 te ae 1). 
se tnt 


sint diviziuni ale intervalului [0, 1). Aceste diviziuni au respectiv normele: 
Na = 15 Nas =; Na= 7: 


1.3. Observajui: a) Dacă [a,b] este un interval, atunci A = (a, d) este sin- 
gura diviziune a lui [a, 6] de normă egală cu b — a. Orice altă diviziune a 
intervalului [a, b] va avea norma strict mai mică decit b — a. 


6) Pentru orice număr real r > 0 există diviziuni A ale intorvalului [a,b] 
astfel încit 


lAl<r. 
într-adevăr, să notăm cu L lungimea intervalului (a, bl: 
L=b-a 


şi să luăm un număr natural n astfel incit 


51 
FI 


n > 88 
7 
Impărţind intervalul [a, 8] în n părţi egale, obţinem diviziunea 
A sa (a ai: Bios 852 sisceie db da 4 Lea ) 
= EI n 


care are norma egală cu Z-. Deci 
2 
L 
NAl=z<r 
n 
1.4. Ezerciţii. Determinaţi normele diviziunilor: 


dame, Soto d 


2 1 | 
(0, 2,1,4 
Ai ( 18 53 
A, = (1, e, 3.0), 
1 1 
a, = fo, pet): 
1.5. Dot iţia Fie 
pp iei Bacau a 
şi 
(e: Ym 
două diviziuni ale unui interval [a, d] 
Se spune că A, ouste mai Limă decit A, dacă me 
A, este şi punct A, adică mulțimea 
To Za ri 
ante inclusă 
Ym 
Dacă A, este mai fină decit A, vom serie 
A, A, 
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o Z 7 
42 Pepe pe 
F ză e 


Fig. II. 


diviziuni ale intervalului [0,1]. Atunci 
AC Ap A Ag APA 


1.7. Observaţii. a) Dacă A, A' sint diviziuni ale intervalului [a, b] astfel 
încât 


Ac A, 
atunci 
NA IAl. 


Deci, prin trecere la o diviziune mai fină, norma diviziunii se micşorează, 
8) Din JA" | <A || nu rezultă, în general, că AC A'. Do exemplu, 
dacă 


A=A, =(0 3» 1) 


amo, a 1). 


a a 3 ki 
atunci 
pa p=tat= al 
3 2 
şi totuşi 
AgA. 
15 Definiţie. File 
A (ae us mea) 
şi 
As = (os 


două disiziuai ute intervatulul (a, 6]. Diviziunea Tormată din mulţimea 
(ros ae eee a U (Mos Mao se: ml 


alo căroi eiemente sînt luate în ordine striet crescătoare, se numeşte reuniu- 
nea diviziunilor A, Aa şi se notează 


Bă 


AU A 
1.9. Ezemplu. Dacă 


a (Vaza). 
= (i poa). 
A = (4, /3,2) 


sint diviziuni ale intervalului [1, 2], atunci 


AU a = (n vă, Z vă DI 
AU as = [1 Vă, 3, vă, DB 


Anu as = (1, ED V3, 2). 


1.10. Observaţii. a) Reuniunea A, U A, a două diviziuni este mai fină 
decit fiecare din diviziunile A,, Aj: 


"A, Cc AUA, şi AC AU Ap 


B) Dacă 
A, = (o Za 2), 
Az = (os Vio 00 Ym) 
şi 
ALU As = (200 Zieeesp)y 
atunci 
ps<n+m—t. 
1.11. Ezereiţii. a) Determinaţi reuniunea perechilor de diviziuni 
> E ÎN | 1 1 
ă ar = (on ras za! '). 
e si zor da al 
a = (o. Li +); 
A = (0, e, e?, 10), 
&) (0,e,e' 
A” = (0,1, 2,3,..,10). 


b) Fie p, q două numere naturale şi 


viziunile 
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A =[0, —, p.... 
„ 
a = (o, 2 2 ie. 
pp 
Să se arate că: 


i) Arc A” ep divide pe g; 
îi) A” U A”CA unde 
atei [cre cr ae ata pg preiei EDEA, DE 
(o. (pan? (pa 7) (pr 


ş 2. FUNCȚII INTEGRABILE 


2.1. Detiniţie. Considerăm următoarele ohieeto: 


1) un interval închis şi mărginit [a, d]; 
2) o tuneţie f:[a, 2] -R; 
3) o diviziune A = (0, Zn 2) a intervalului (a, d]; 
4) mn sistem de n punete £,, Epic: Ea astfel încât 
ia SES (|sism) 
numit sintem de punete intermediare asociat diviziunii A. 
Numărul real 


=> PE — zi) 


se numeşte suma Riemann asociată funcţiei f, diviziunii A şi pune- 
telor intermediare £,, Ep»: E, Acest număr va fi notat prin o, (/, E) sau prin 


a ([, &) 


2.2. Observaţie. Dacă funcţia feste pozitivă, atunci suma Riemann c4(/, E) 
reprezintă suma ariilor dreptunghiurilor de bază zi — zi, şi de înălțime 
AED (4 si <n). Deci c,(f, E.) aproximează aria mulţimii din plan, denu- 
mită subgraficul lui f, 


Tp= (az, y)EeRlasz<8,0s<y< fi) 
delimitată de axa Oz, graficul funcţiei f şi dreptele paralele la axa Oy care 


trec prin punctele de coordonate (a, 0), respectiv (b, 0) (fig. 11.2). 
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Fig. IL2. 


Pină acum nu ne-am pus problema ce înseamnă că o mulţime mărginită 
din plan are arie și cum s-ar defini aceasta. Noţiunea de arie va fi studiată în 
Capitolul III, paragraful 1, unde se va arăta că dacă funcţia f este continuă, 
atunci mulțimea T, are arie şi 


aria(T/) = ( fizăz. 


0 funcţie f : [a,b] Rs vest Li grab 
sie m mplu, integrabilă 
d astieă d 
mimi La, 6] eu 
dia 
are. la 
W 
Numărni ren ' te integrnla sna in vită a 
funeție [i e vaini fa, bi și se note 
(* rezaz 


2.4. Observaţii. (a) Pentru un interval fixat [a,5], numărul Ip, asociat fie- 
cărei funcţii integraile f : la, b] — B este unic determinat de f. 

Într-adevăr, dacă 7,, Z, ar fi două numere care verifică condiţiile din defi- 
niţia 2.3, atunci pentru orice e > 0 ar exista 7, >0 (k — 1, 2) astfel încit 
pentru orice diviziune 


A = (20, zu «o 25) a lui (a, 6] cu IA |] < my, şi orice punote intermediare 
zi <& <a (Usis<n) să avem 


laatf, lg (k=1, 2). 
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Luind 


Te E minta, m Tae) 
rezultă că pentru orice diviziune A a lui (a, &] cu || A || < m, şi orice sistem 
(£&:) de puncte intermediare asociat lui A, avem 


| aa(f, D-nl<3 și | oa(f, Eta < e 


deci 


In al <a =oatf, DI+ Loaf, D= hal k+i=e 
Cum e >0 a fost arbitrar, rezultă 
Lă 


pă 


(8) Orice funcție integrabilă f :[a,b] — BR este mărginită, adică există o con- 
stantă M > 0 astfel înctt 


IFDIsM Wzelab. 
Într-adevăr, să notăm cu /; integrala lui f pe intervalul [a, d] şi să luăm e = 1. Din 
definiţia integrabilitaţii lui f, rezultă că există pe > U asttel incit 
w loaf, Bi) pls 


oricare ar fi diviziunea A = (o, za »- Zn), cu |] A | -< m şi oricare ur fi punctele inter- 
mediare 


& e [ni zi] (sisn). 
Considerind o diviziune fiuta 
A = (on za os an) cu Al < n 


este suficient să arătăm că f este mârginită pe fiecare interval [zw-a, zu] al acestei divi- 
ziuni. În ucest scop, considerăm un element arbitrar z e [zh-a, zu) şi luăm următorul 
sistem de puncte intermediare 


ai & je dacă iz k 


z, dacă i = k. 
Atunci din (1) şi (2) rezultă 


) Phzie — Zn) + Zeita — aia) — pt 


deci 
fi) IS Ma 
unde cu Mu am notat numărul real pozitiv 


(eri + Za rod | ta 


ke — Za 


t)) - 


(0) Integrala definită a unei funcţii f este un număr real, spre deosebire de 
integrala nedefinită a lui f care este mulţimea tuturor primiltivelor lui f. 
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2.5. Ezemple. 
1) Fie f:[a, 6] - R o funcţie constantă 
fim =e  Wzela,zl. 
Vom arăta că f este integrabilă şi 
Şi fizaz = (8 — a). 
Se observă că, oricare ar fi diviziunea 
A = (ro: Zu = 20) 
a lui [a,b] și oricare ar fi punctele intermediare 
Ha SBS (Usisn), 
avem 


catr,8) = Zau — zic) = elzn — 2) = cb — a). 


Deci, luind 1 = e(b — a), avem 
Isa, £)—21=0<e 


oricare ar fi < > 0. Prin urmare / este integrabilă şi 


$ poa altă 


2) Fie a€ Rşif:(a, 5] + R definită prin 
Fa) = az, W)zela, d] 
Vom arăta că f este integrabilă şi 
Și paz = 5 0 — a). 


Pentru orice diviziune A = (20; Zi, --:, 2) a intervalului [a, 4] cu norma mai mică 


ca n > 0 şi orice puncte intermediare 
Bia SES 1Sisn, 


Zr E + zi 
pă [re - re =] — ai 


Deoarece f(z) = az pentru orice 2 e [a,b], deducem 


Mea — (Pi) — e (e — a a), 


Observind că EL este mijlocul intervalului [i-a, 4], deducem 


avem 


[)) sf, 8) = Z PE) (zi — zi = 


ata = at) + 


.). 


(2) |n — (ee) e ron. 
Pe de altă parte avem 
(5) Zr + Zizi) (ai — zi) = a PER SI RE 
Şt = pe-a; 


deci din relaţiile (1), (2) şi (3) deducem 


|oav, DD | lana). 
Fie acum e > 0 şi 
dci PIELE 


obţinem eat, pes ze — a)|<e, 


pentru orice diviziune A cu |] A || m şi orice sistem de puncte intermediare asociat 
diviziunii A. De aici rezultă că feste integrabilă şi că 


$ro ds = E (= a), 
3) Să se arate că funcţia 
& f(z) = cos z 
este integrabilă pe orice interval [a, 5] c R şi 


[4 cos dz = sin d — sin a. 
i; 


Fie A=(a=a< az. <a =8)o0 diviziune a intervalului (a,b) și fie 
E elzi-u zi] (1in) puncte intermediare arbitrare. 

Aplicind teorema creşterilor finite funcţiei f(z) = sin z pe fiecare interval [zi-u, zi] 
(1 in), obţinem punctele e; e (zi-., z;) asttel încit 


Sin zi — Sin zi-a = (zi — i-a) cos ei, (1Si<n). 
inind seama de aceste egalităţi putem scrie: 


w = 5 — a) = = 
salf, &i) Poce Eilzi — zi) 2 cos ci (zi — zi) + 
„+ Zoieos = cos e) (ai) FI bin i sin zi)+ 2 (eos &i— cos e) (zi—zi-a)— 


5s 


= sin b — sin a + (cos E; — cos ci) (zi — szi-a). 


Aplicind acum teorema creșterilor finite funcţiei /(z) = cos z pe intervalul [E;, cil 
sau Lei» E], obținem un punct 0; & (E ei) astfel încit 


costi — cos ci = (&; — ei) sin, 
deci 
|eos 8 — cosei | S|& —ei | - sin; | AI, 


prin urmare 


2) 


> țeont, — cosei) (zi — | < na Dat) — a) = Nana). 


Din (1) şi (2) rezulta: 
(8) loalf, îi) — (sin b — sin a) |< Alb —a). 

Pentru orice e > 0, luăm n, astfel încât 

. 
s-a 
Atunci din (3) rezultă că pentru orice diviziune A, cu || A || < m, şi pentru orice puncte 
intermediare EA are loc inegalitatea 
laa(f, E) — (sin b — sin a) | < e. 

Aceasta arată că funcţia /(z) = cos z este integrabilă pe (a, 5] 

DI) 


0< n < 


$ conrdz = sin b — sin a. 
a 


2.6. Ezemple de funcţii neintegrabile. 1) Vom arăta că funcţia lui Dirichlet 
g:10, 1] R definită prin 
1, dacă z este raţional, 
0, dacă este irațional 


aa) = 


mu este integrabilă. 
Fie A = (ao zu + 2n) o diviziune a intervalului [0, 1] şi fie 
Ei, E Elzin zi], 1Sisn 
două sisteme de puncte intermediare alese astfel încit 
fiecare £j (1 Sin) este raţional, 


i fiecare E (1 in) este irațional. 
Atunci 
ae) = şi (E) =0, usis<n), 
deci 
n) sale, E) = 1, oale, E") = 


Dacă g ar fi integrabilă, atunci ar exista 7 e R care ar verifica condiţiile definiţiei 


s0 


2.3. În particular, pentru 0 < e < + ar exista m. > O asttel încit pentru orice diviziune 


A = (os zi cea za) alui [0,1], cu [LA || < n, avem 


2) loalg, E) — 1 |<eşi loa(g:E)—1|<e. 
Din (1) și (2) rezultă 
j4—2I= loale, E) —1|<e. 
|1|=10—11= loae, 5) Zi<e, 


ceea ce conduce la contradicţia 
1 IIS =71+ Mizzi. 
Aşadar, funcţia g nu este integrabilă. 
2) Funcţia gal0, 1]-> R definită prin 


talz) = 2 


0 „dacă z=0 


„daca ze 10, 1] 


fiind nemărginită pentru a > 0, rezultă din observaţia 2.4 (6) că nu este integrabilă. 
2.7. Observaţie. Dacăf, g:[a,b]-R sint două funcţii cu proprietăţile: , 
(a) feste integrabilă pe La, bl; 
(8) există o parte finită A c [a, bl astfel înctt 
aa) = fa) zeta, 54, 
atunci 
(4) g este integrabilă pe La, d) 
şi 
(0) joeimaz = Şi năz: 
Este suficient ca demonstraţia să fie dată pentru cazul cînd mulţimea finită A este 


formată dintr-un singur punct e, deoarece cazul general se poate obţine din acesta prin 
inducţie. Presupunem deci A = (e). 


Funcţia f fiind integrabilă, este mărginită (observaţia 2.4(B)), deci există M, >"0 
astfel incit 


ID I< MM Wrele, d] 
Ind 
MIE maxi Mu, |gte) |) 

rezultă 

IND ISN (ela îl 
şi 

la i<M  Wzeta dl 
f fiina integrabilă, înseamnă că pentru orice c > 0 există n, > 0 astfel încit 
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[II zatf, paz | < 3. 


Za), cu JA < m, şi oricare ar fi punctele 


(+ 3) 


oricare ar fi diviziunea A — (ro, zi 
intermediare - E; € [zi zi Sin). 
Luind 


veni mes 
şi 


[E] 4Mae SE 


in aste încit e = aj. În 
incide cu e = z; sint punetele &; 


Dacă e este un punct ul diviziunii A, atunci există 0 
acest caz singurele puncte intermediare cure ar putea c 
sau Ea. 


Deci ţinind seama de faptul că f(z) = a(z) (V) ze, obținem 


Pi (20 — tea tei = m < 


ca, E) — oale: w|- 


(zi — as 


<|nw — a(8) | li — ia) + |n — altă) 


SAM SS Me < 3 
Ducă e nu este un punct al diviziunii A, atunci e este conţinut intr-un interval deschis 


(n-as 24), Deci singurul punct intermediar care ur putea coincide cu e este punetul E, 
prin urmare 


Sa (fifi) — oala, Bi) | - | PUI) = Bail = ta) |- 


= | PE) — alt) | ta — za S 20 Au < 2Mqe < Ş* 


Din analiza făcută pină acum rezultă că, oricare ar fi poziţia punctului c, are loc ine- 
palitatea 


ta) ca(f, &i) — ca (e, 2 | 


Din inegulităţile (1) şi (3) obţinem 
| sau &)— 


și nea | < 
adică pg este integrabilă și 
y ala)az = $. Paz. 
. E La 


9.5. Observaţie. Observaţia precedentă arată că dacă f este o funcţie integrabilă 
pe [a,b] şi dacă se modifică valorile funcţiei f într-o mulţime finită de puncte A = 


= (ass az, --- am) C[a, 5], atunci funcţia nou-obţinută este încă integrabilă şi integralele 
celor două funcţii sint egale. 

Dacă modificarea valorilor funcţiei f se face într-o mulţime infinită de puncte, 
atunci funcţia nou-obţinută poate să nu mai fie integrabilă. Într-adevăr, funcţia con- 
stantă 

Pola) = 0, (v)z 10,1] 
este integrabilă (exemplul 2.5 (1)). Totuşi funcţia I ichlet (exemplul 2.6 (1)) 
1, dacă ze10,1]1Q, 
sl) = 
0, dacă z e (0, 11NE, 
care se poate obţine prin modificarea funcţiei fa pe mulţimea infinită 


[0,1 nQ 


nu este integrabilă. 
29. Peoremă. Pentru o funeţie f:[a, 6] —+ R următoarele afirmaţii 
sint echivalente: 


(a) f este integrabilă; 
(6) există un număr real / astfel încît 
oricare ar fi șirul de diviziuni 


A = (e ei), ne) 


ale intervalului [a, b] eu 
lim A, |=0 


şi oricare ar fi punctele intermediare 
mass, (sist neN), 


(oale 2")aex 
converge la /. 
Demonstraţie (a) = (6). Presupunem că funcţia f este integrabilă şi vom arăta 


că are loc afirmaţia (6). 
Fie deci 


An = (a = 


= d) 


un şir de diviziuni ale intervalului [a,b] astfel incit 


(1) za Anl=0 
şi fie 
Ep ela 2] Usi) 


puncte intermediare. 
Funcţia / fiind integrabilă, există /; E R cu proprietatea: pentru orice e > 0 
există p, astfel încit oricare ar fi diviziunea A cu || A || < m, şi oricare ar fi punctele 


intermediare £, are loc inegalitatea 
(2) Loalf, E) — Ip l< e. 

Din relaţia (1) rezultă că există un rang n, = n(m,) astfel incit 

Nân l< na (Wn> 

deci, ținind seamă de (2) obţinem 

lasa (ră 


—T|< e nn 


adică 
dim oa, ([. EP) există = 17. 


(6) = (a). Să presupunem că f verifică condiţia (8) şi să arătăm că f este integra- 
bilă, mai precis, numărul Z care figurează în condiţia (5) este chiar integrala lui f. 

Dacă numărul 7 n-ar fi integrala lui /, atunci ar exista e, > 0 astfel încit oricare 
ar fi n >0 există o diviziune 


DS0SI (SiS) 
astfel incit 
jos, (fe £) — 2 [> 


Lutnd in particular p = —- 


obţinem o diviziune 
an = (e aci) 
a lui (a, 8] cu 
w na pat 
n 
şi un sistem En de punete intermediare 
muSE<, USiSh) 


astfel incit 
tb) jest 2) = rze n = tz, 


Din inegalitatea (1) rezultă că 
lim An |=0, 
ne 
iar din (2) rezultă că şirul sumelor Riemann 
i (su (Enos 
nu converge la /, ceca ce contrazice ipoteza (6). 
2.10. Observaţie. cripa (8) din enunţul teoremei 2.9 este echivalentă cu condiţia 


următoare (aparent mai slabi 
(8) oricare ar fi şirul cs diviziuni 


An = (e 2 zi), ne) 
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ale intervalului [a,b] cu lim || Ax || = 0, și oricare ar fi punctele intermediare 
SPC, (SiS; neN), 


şirul sumelor Riemann este convergent. 
Evident (6) = (8). 
Demonstrația implicaţiei (8) = () revine la a demonstra că toate sumele Riemann 


(an (fe Ec cu lim. An | = 0 


au o limită comună. 
Presupunem că (5') are loc; fie 


= (0 ze mb) îneN); 
A = (a = 93 Ve pa by ne) 
două șiruri de diviziuni ale intervalului [a, 2] cu 
lim || A; ll=lim All=0 
E=ă că 
şi fie punctele intermediare 
SES, (1SiSim;neN), 
VASS, USiSps;neN). 
Considerăm şirul de diviziuni (Am)nen definit în felul următor 
fi As Ap. de SA 
(Annex 2! (45, Aj Aj, Aş, me An, Azu--:), 
iar punctele intermediare le luăm astfel 
per | E dacă n = impar, 
, 


Cum lim || An || = 0, rezultă din ipoteza (6) că şirurile de sume Riemann 
ne 


(oa (1 E), (aa (fe e (ea (fe 


sint convergente; fie /*, 7”, respectiv 7, limitele lor. Însă primele două şiruri sînt sub- 
şiruri ale celui de-al treilea şir, deci (Observaţia A 15) au aceeaşi limită. Așadar, 


r=r=r. 


mp dacă n = par. 


2.11. Observaţie. În cursul demonstraţiei teoremei 2.9 şi a 
precedente s-a arătat că dacă este îndeplinită una din cele trei cond! 
lente («), (6), (6), atunci integrala lui f este obţinută astfel: 


Și naz = lim oa, (f, 2), 


iar limita nu depinde de şirul de diviziuni A, = (3, 27...» zf, ) ale intervalului 

[a, 5] cu lim || A, || = 0 şi nici de punctele intermediare ErE[z?_, 27], 
me 

(sish;neN). 
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5 — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


2.12. Teoremă. (Formula lui Leibniz — Newton ). 
Fie f:([a, b] = R o funeţie integrabilă care admite primitive pe [a,b]. 
Atunei pentru orice primitivă F a lui f are loc egalitatea ; 


$. nizaz | 


Demonstraţie. Pie 
A = (23 22) 
un şir de diviziuni ale intervalului (a, b] astfel încît 
dim || A 1=0. 
Aplicind teorema creşterilor finite funcţiei F pe intervalul [2?_,, 27], 
obţinem E? € (27, 2?) cu proprietatea 
Pit) — Pra) = PE) (at — 27). 
Insă, prin ipoteză F'(z) = f(z), (V) z E [a, b], deci 
Ş Plat) —F(z 1) BED) (3 — a). 
prin urmare 
LE Lai 
cau (fe E) = ZONE (at — at) = SUR) — Pat. 
= FD) —F(a), W)nenN. 
Atunci (observaţia 2.41) 
Și radaz = limes, ([, En) = FO) — Fa). 


2.13. Notaţie. În loc de F(b) — F(a) se foloseşte frecvent notația 


sac ral 


LF(z): 
şi se citeşte: F(z) luat între a şi b. 
2.14. Fzemplu de funcţie integrabilă care nu admite primitioe. Fie f:(a, 6] > R 
funcţia constantă egală cu 1, 
Aa) = 1, (Wz ela,5] 
și e :[a,6]— R definită prin 
1, dacă zspt tb, 
2 
el2)= 
a+d 


—1, dacă z= 
2 
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Atunci (exemplul 2.5 (1) funcţia f este integrabilă, iar funcţia g se obţine din f, 
moditicind pe f în punctul 2 + 2... Prin urmare, în baza observaţiei 2.7 şi funcţia g este 
integrabilă. 

Dacă g ar admite primitive, atunci g ar avea şi proprietatea lui Darboux (obser- 


vaţia 1. 4.4 (c)). Cum g nu se anulează nicăieri, rezultă că g nu are proprietatea lui 
Darboux. 


2.15. Observaţie. Din exemplul de mai sus rezultă că clasa funcţiilor integrabile care 
admit primitive, nu coincide cu clasa tuturor funcţiilor integrabile. 


Funcţia f:[—1, 1]— R definită prin 


5 22 sin 2, — 2 cos 2 dacă zE[—1, 0)U40, 15 
2) = 
[1] , dacă z=0 


fiind nemărginită, nu este integrabilă (ob; ia 2. R 
Se obsecvă că fanofia fie o egala ale) 


22 sin, dacă z€[—1, 0)U0, 1], 
F(o) = ui 
dacă z=0 


este derivabilă și Z” = f, adică f admite primitive. 

Există funcţii mărginite care au primitive, dar care nu, sint integrabile. 
Prezentarea unui astfel de exemplu necesită noţiuni şi rezultate care depă- 
şesc cadrul acestui manual. 

Vom vedea în paragrafele următoare că mulţimea funcţiilor continue pe 
un interval [a, 8] este conținută atit în mulţimea funcţiilor integrabile pe[a, b] 
(teorema 3.12) cit şi în mulţimea funcţiilor care admit primitive pe [a, 8] 
(teorema 4.8). 


PE //imea huma 
Port Arp po 
Pagpaâe cornu core am 
pela,8] pe/a, 8] 


Aaa 


pa. Pr 
iar Ape R, 


iție. Dach f,g :[a, 5] = R stat două funcţii integrabile, 


mei 
M+ ne 
este integrabilă şi 


for + nete dz = af nare + nf 
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„Demonstraţie. Fie 
A (28 2), men 
un şir de diviziuni ale lui [a, 5] cu 
Mina, NA l=0 
şi fie punctele intermediare 
a <<, ((cisk;n€eN). 
Avem 


(0. oa, (af + pe, 9) = 75 DARE) + patent — a.) = 


= FSE — 0-00 n FRED? — 0-0) > Baa (E) noa (a E). 


Funcţiile f şi g fiind integrabile, rezultă (observaţia 2.11) că membrul 
drept al egalităţii (1) converge la 


Ă Ai nmaz gis n fo ta)ăz. 


Prin urmare şirul (o, (Af + ug; E"))uex este convergent, și Af-+- pg este. 
integrabilă. Trecind la limită în (1), obținem 


Și ant) + pate az= Și paz + n Și paz. 


2.17. Propoziţie. Dacă f:(a, 
pozitivă 
atunci 


— R este o funeţie integrabilă 
Ei 


[2 >0, Wzetla,b, 


Și nodaz >0. 
„Demonstraţie. Fie 
A = (25 zi, 2) nEeN 
un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel încit 
lim A 1=0 
şi fie punctele intermediare 
za < Ei <a, (|si<h;n€eN). 


Atunci, f fiind pozitivă, avem 


LA 
da, (fi E) = Ze — 2) >0, 
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deci 
(și fidaz = lim aa, (fi E) > 0. 
K ra 


2.18. Consecinţă- Dacăf,g :[a,5] —R sînt funcţii integrabile asttel 
înett 
Ra) < aa), zeta, d], 
atunei 
Ș naz < Și ata. 


Demonstraţie. Din ipoteză rezultă că funcţia g — feste pozitivă. Deci apli- 
cind propoziţiile 2.16 şi 2.17, obţinem 


(i tdaz — Ș! paz = Și! (eta) — Nzaz 30, 
adică . 
(Y Hadaz.< Și a(oaz. 


ecinţă. Dacă f:(a, 5] — R este integrabilă și 
m < fiz) <M, (W) z <(a, d], 


m(b — a) < Șe naaz < MI 


Demonstraţie. Aplicind consecinţa 2.18 funcţiei f şi funcţiilor constante m, 
M și inind seama de exemplul 2.5 (1), obținem 


mb — a) = [Î măz< $ fzaz < $ Măi = MU — a). 


a). 


2.20. Observaţie. Orice funcţie integrabilă fiind mărginită (observaţia 2.4 (6)), 
există m, M e R asttel încît 


m<fAD SM, (Wzelab. 


221. P îție. Pie f:[a, 5]—R şi cc (a, b) asttel încit restrie- 
țiile lui / la (a, c] şi la (e, 5] sînt întegrabile. Atunei / este integrabilă şi 


$ rzaz = e az + ȘI paz. 


Demonstraţie. Notăm cu f, restricţia lui f la (a, c] şi cu fa restricţia lui f la (e, b] 
Prin ipoteză funcţiile f, şi f, sint integrabile deci (observaţia 2.4 (6)), mărginite. Rezultă 
că f este mărginită, deci există M > 0 astfel încât 


IAZ) | < NM, Wzela,b. 
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Utilizină din nou integrabilitatea lui f, și f deducem că pentru e > 0 există 
me > 0 astfel încit 


iu) |ȘE rea — ca-i | = 


m |Şe reaz — cae d n|<e 


pentru orice diviziuni A” şi A” ale intervalelor (a, e] şi respectiv [c,5] cu || A' || < e, 
IA” || < me şi orice sisteme E” și E” de puncte intermediare asociate diviziunilor A! 
și respectiv A”. În plus, putem presupune că, micşorind eventual pe ve, avem 


2M m < 
ulii 


Fie acum 
A = (ron a na 2) 
o diviziune a intervalului [a, 8] cu || A || < ne şi punctele intermediare 
Eelziu zl, (sin). 
Vom arăta că 
loa, 8 —1l<e, 
unde 


1= $ flaăz + $ fiăz. 


Într-adovăr, dacă c este un punct al diviziunii A, atunci 
A" = (on 20 cocs pas €) 
este o diviziune a lui (a, e], iar 
A” = (e, zpu 2) 
este o diviziune a lui (e, 5] şi avem 
NA N< ne NA << n. 


Punind 
E = (Eu Ea 
57 = (Ene Ep 


avem 


oalf, 8) = oa: (fs E) + ca (fu E) 
şi deci din (1) — (1%) rezultă 
fi R 
loa 9 — 21 |oae (m & — (? neae|+ |oa- (m 87) — Și neaz] < e. 


Dacă e nu este punct al diviziunii A, atunci există p e (1,2, ..., n) astfel încit 
pi < e < 2p 
Deducem că 
A" = (tos no pa €) 
este o diviziune a lui [a, c], iar 
A" = (0 pe pri «+ 2n) 
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este o diviziune a lui [c, 6]. Punird 
E = (Ea Eaa co Epo e), 


E = e, Eptue - En), 

obţinem 
calr, = Zina (i — ai) + MEphtep = cp), 

iz 
& 
ca: (fu E) = ȘS nene — zi) + F0) (e — za), 
ca (fn E) = 35 RE (ai — a + fo) (eu o) 
Da 
şi deci 


aalf, E) = aa: (fus 5) ++ oa- (fas 5") + MEp)(zp — pa) — F(6) (2p — 2p-0)- 
De aici şi din relaţiile (1) — (1) deducem 


loa = 71 |oa (n Și toh=| ot jos tm 2) =? noaz|+ 
+ IE) — 10) (ep — zu) 


şi deci 
loa, IIS iki 2Mm=e. 


3.29. Detiniţie. Dacăa <byif:[a, d] — R este integrabilă, atunci 
punem prin definiţie 


[03] Și nzdaz = 0, dncă a=b 
şi 
(1) Și nzaz = — Şi nodaz. 


2.23. Eaerciţii. 
1. Să se calculeze sumele Riomann asociate funcţiilor, diviziunilor A şi sistemelor 
E de puncte intermediare specificate mai jos: 


1. F:00,1=R, a= (o 2, 2. 1). 
me pet 

d Na af e e 3) 
nas a t- (Ge 323) 


8. f:0-41,1—R, 


1 =, 
4. f:l0,31—R, 


fa = a, 
5. f:U AR, 
na, 
Fi 


n. 


—1m 2, 0, în 2); 
A=(0,1,2,3), 


(ini 
a= (2.2 
en [ee 


1. Se consideră o funcţie f:(a, 8] — R integrabilă, astfel încit există o constantă a cu 
proprietatea: pentru orice interval deschis (2, 2") Ca, 6], există cel puţin un punct 
E e (7,2) în cate funcţia f ia valoarea a. Să se arate că 


$e neaz = se — o). 
Ri 


2. Să se arate că funcţia f:[0,1]— R definită prin 


0, daca os t, 


1 daca-l <zs1 


este integrabilă, dar nu posedă nici o primitivă. Să se calculeze integrala lui f. 


8. Se consideră o funcţie f:[a,b]—+ R integrabilă, astfel încit pentru orice interval 
deschis (z*, 2”) c[a, 8], există cel puţin un punct E e (2, 2”) asttel încit f(E) = 2E. 


Să se arate că 


ră 


1 
1+8£ 


[a [iz)dz = d — 


„Să se arate că 


Se consideră o funcţie /:[0,1]—+ R integrabilă, astfel încît pentru orice interval 
deschis (2%, 2") C [a,b], există cel puţin un punct E e (2, 2") asttel încît (E) — 


Ş, fizaz = în 2. 
Î 


5. Se consideră o funcţie f:[a,8] — R astfel, încît în orice interval deschis (7%, 2) E 
C[a,b], există două puncte E” e (2, 2"), E" e (7, 2") asttel încît 


PE) = E AE) = 280. 


Să se arate că f nu este integrabilă. 
6. Se consideră o funcţie f :[a,5] = R pentru care există o diviziune 


A = (zoo ao cu: 2) 


a lui [a,8] astfel încit f este egală cu o constantă a; pe fiecare interval deschis 


12 


(zii 24). Să se arate că f este integrabilă şi 
> n 
Șe nodaz = ai (ai — ai). 
7. Să se arate că funcţia 


[22-a 


1 = Isinz| 
este integrabilă și să se calculeze integrala sa. 
8. Se consideră o funcţie 


detinită prin 


Flo R 
astfel incit 
e) “ei ra fate e 2]. 
Să se arate că f este integrabilă şi să so calculeze integrala sa. 
9. So consideră. funcţia 
fr, nn 
detinită prin 
fa) = (Pa, 


unde [y] inseamnă partea întreagă din y (adică cel mai mare număr întreg mai mic 
sau egal cu y). Să se arate că f este integrabilă şi să se calculeze integrala sa. 


10. Se consideră tuncţia 
r:lo,2V/31—-R 
definită prin 
fa) = zl. 
Să se arate că această funcţie este integrabilă și să se calculeze integrala sa. 


$ 3. INTEGRABILITATEA FUNCȚIILOR MONOTONE 
ŞI A FUNCȚIILOR CONTINUE 


3.1. Detiniţie. Fie f:[a, 5] —R o funcţie mărginita şi 
A = (20, Za, --:» Za) 0 diviziune a intervalului [a, 5]. Notăm 
m;SE „int (2) (= marginea inferioară a mulţimii [Us 20); 


ME sup f(2), (= marginea superioară a mulțimii f[zs a, 2); 


sa (135 miti — za), 
a 
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Sa niz Mdzi — zi) 


sa(f) (respectiv Sa(f)) se mumeşte suma Darboux interioară 


(respectiv s rioară) asociată funeţiei f şi diviziunii A. 


3.2. Observaţie. Dacă funcţia f este pozitivă, atunci sa(f) (respectiv Sa(f)) 
reprezintă suma ariilor dreptunghiurilor de bază [zi — zi. şi înălțime m, 


(respectiv M,). 
Deci aria figurii plane mărginite de axa Oz, graficul lui f şi dreptele para- 


lele la axa Oy, care trec prin punctele de coordonate (a, 0), respectiv (6, 0), 


este aproximată de sa(f) prin lipsă, iar de Sa(f) prin adaos. 
3.3. P poziţie. Su- 


mele Darboux ale unei funeţii 
mărginite f:[a, 6] = R au urmă- 
toarele proprietăţi: 


(i) sa) < aatf, 8) s Sat), 
(W& € [zi zi; 
(îi) dacă A' este mai fină decit 
At(Ac 4), atunei 
satf) e sa) 


iu) 


Fig. Na. 


Sa) = Sal); 


(iii) pentru orice pereche de diviziuni A,, A, ale intervalului [a,b] are loe 
iuegalitatea 
sa) s Sa). 
Demonstraţie. (i) Înmulţind în inegalităţile evidente 
mi SD) SM (VW) Bi e [zica gi, 


cu 2; — zi-a şi însumind după i, obținem: 
m [E] < Zane (ai = at) < Zmeu — ata), 


adică 
sa) S sal, &) < Sa(f). 
(ii) Fie Ac Aşi să considerăm cazul cel mai simplu: diviziunea A” este obţinută 


din diviziunea 
A = (o Zu co Zicae ie se 2n) 


prin adăugarea unui singur punct de diviziune ce între + și zj 


A = (2 2 Zice Ce Zis e Zn) 


Notind 
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„det 2 uitai 


m; — int fi(z) şi m; nf fila), 
7 sets 6] 7 xetss] 
rezultă 
mi S m; şi m; m 
deci 


sal) = mata — 2-0 + ŞI mile — zica) = mate; — e) + (ei — apa + 


[sai 
izi 
+ Zomtai — zica) S mjţzi — e) + mile — za) + O milzi — zi) 
i zi 


Cazul general se reduce la aplicarea succesivă a cazului particular studiat mai sus. 
În mod analog se demonstrează inegalitatea 


Sas Sa). 
(iii) Fie Au, Aa două diviziuni ale intervalului [a, b] şi fie AX! AU Aş, reuniunea lor, 
Atunci (observaţia 1.10 (a) 
Ac 4, (V)k=1,2, 
deci, aplicind punctul obţinem 
d Sap([) S sal) și Sal < Sal), (v) k= 42. 


Însă (punctul (i) 
sal/) S Sa), 


prin urmare 
sa ([)S sal) S Sal) Sa). 


8.4. Observaţie. Proprietatea 3.3 (ii) se poate exprima asttel: 
Prin trecere de la o diviziune la alta mai fină, sumele Darbouz inferioare crese, iar sumele 
Darbouz superioare descrese. 
De asemenea, proprictatea 3.3 (iii) mai poate fi formulată şi în modul următor: 
Orice sumă Darbouz inferioară este mai mică decit orice sumă Darbouz superioară. 
Aceste rezultate pot fi reformulate astfel: 


35.Propoziţie. Dacă f:[a,b] — R este o funcţie mărginită, atunci: 
(a) mulţimea (sa(/))A a tuturor sumelor Darboux interioare ale funcţiei / este majorată 


(de orice sumă Darboux superioară a lui /); 
(6) mulțimea (Sa(/))a n tuturor sumelor Darboux superioare este minorată (de orice sumă 


Darboux inferioară). 


3.6. Observaţii: (a). Mulțimea fsa(f)) fiind majorată, admite (vezi 4,) o margine supe- 
rioară), notăm J(f/) această margine superioară 


Un" sup sa). 


(6) Mulțimea (Sa(/)) fiind minorată, are (vezi 44) o margine inferioară; notăm cu 
TIP) această margine inferioară 


75 


Tip) 2 înt Sal) 


(7) Pentru orice diviziune A a intervalului [a, &] au loc inegalităţile 
salf) < 27) < ID) < Sa). 


3.7. Teoremă. Fief:[a,b]—R o tuneţie mărginită. Atunet urmă- 
toarele afirmaţii sînt echivalente: 
(i) pentru orice e > 0 există me > 0 astfel încât 
Satf) — saf) < e, 
oricare ar fi diviziunea A a intervalului [a, bleu || A || < ze; 
(ii) Tuneţia / este integrabilă. 


Demonstraţie. (i) => (ii) Avem inegalităţile 
(0) saf) < 17) sI) Sal), (wa, 
deci 

0 Bf) — 10) Sa) — sal), a. 
Insă prin ipoteză, pentru orice e > 0 există ne astfel incit 
(2 Sa([) — sal) < e, (vw) Acu All < ne 
devi ă 
0 Î[) — UD) Sal) — sa (=, (VA cu NAN = ne: 


Cum « > a fost arbitrar, rezultă că numerele reale Z(f) şi Î(f) sint egale; fie 7(f) valoarea 
lor comună. Atunci din (1) obținem 


(8) sa(f) SH) Sa), wa. 


Insa (propoziţia 3.3 (i)) pentru orice diviziune A = (o; za,» n) a lui (a, 6] şi orice 
puncte intermediare zii S & S zi (Sin), au loc inegalităţile, 
[) sa) S aa(f, &) < Sal/)- 
Din inegalităţile (2) —(4) obţinem 
loa(f, &) — 2(7)| Salf) — sal) < e, 
oricare ar fi diviziunea A a lui (a, d] şi oricare ar fi punctele intermediare £;. Aceasta înseam- 
nă că f este integrabilă şi că 


Și nea AD =10 = 20. 


3.8. Observaţie. Demonstrația implicaţiei inverse este relativ simplă și se bazează 
pe următoarele relaţii dintre sumele Riemann și sumele Darboux: 


sa(f) = înt toa(/, E) | E e [zi m]; Sin) 
Sa(f) = sup toa(f, E) | & e [zi zi, 1 Sin). 


3.9. Teoremă. Orice funcţie r-onctonă f :[a, b] — R este integrabilă. 
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Demonstraţie. Dacă feste constantă, atunci (exemplul 2.5 (1)) feste inte- 
grabilă. Considerăm acum cazul cind f nu este constantă; în acest caz 


fa) —70) | >0. 
Presupunem că f este crescătoare şi pentru orice < > să notăm 


det __« 
1 ee Se 
&) 76) — fa) 


Fie 
A = (o Za Za) 
o diviziune a lui [a, &] astiel încit 
2) LA < me 
Funcţia / fiind crescătoare, avem 
zi) = m = înt f(2), 
= me = e [d 
(3 


Piz) = M. = sup flo). 
ela. si] 


Din (3), (2) şi (1) obţinem 
Sa(f)— satf)= 3 (M — m) (a — a = Pa) — Piz — zi) 


<A Daue) — Reza) = IA NO) — fa) < 
= 


<a (0) — fa) = e, 


deci f este integrabilă. 


Observaţie: În demonstrarea unor rezultate importante ca: 

— integrabilitatea funcţiilor continue, 

— calculul ariilor (respectiv volumelor) unor mulțimi asociate funcţiilor 
continue pozitive, 
se foloseşte o condiţie mai puternică decit condiţia de continuitate. Această 
condiţie este indeplinită de funcţiile continue pe intervale închise şi mărginite. 
Vom admite, deci, fără demonstraţie următorul rezultat: 


3.10. Orice funcţie continuă definită pe un interval închis şi mărginit, 
fila, bl — W, veritică condiţia: 
oricare ar fi e > 0, există 7. > 0 astfel încît pentru orice 
(U) |, 2* Eta, bleu | — "| < ne are loc inegalitatea 
If) — fz) | <e. 


Puneţiile care îndeplinese condiția (U) se numese uniform con 
tinue. 
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3.41. Fzemplu de funcţie continuă, definită pe un interval mărginit 
neînchis, câre nu verifică condiţia (U). 
Fie f:(0, 1] = R definită prin 
fim) SEtcos 4. 
PI 
Funcţia f este continuă pe (0, 1], deoarece este compunerea funcţiilor 
continue 


2 şi cost, 
a 


Să arătăm acum că funcţia f nu verifică condiţia (U). 


Fie 0 <e < 4, Deoarece girul ( 


Tana converge la zero, rezultă 


că există n. € N astfel incit 


Ei 
2n(2n + a 8 (nome 
Luind un n > n, şi 


2 mi ÎTI 
vezultii 
1 1 
leg (an + ij | Zn Fijr — 
Insă 


If) — Ay) | = lcos 2 — cos (2n + în | = |1 —(—1)|=2, 
ceea ce arată că funcţia f nu verifică condiţia (U). - 
3.12. Teo mă. Orice funeţie continuă / : (a, b] — E este integrabilă. 


Demonstraţie. În baza teoremei precedente f este uniform continuă, deci 
pentru orice e > 0 există ne > 0 astfel incit 


(0 (V) 2, 2" Ela, d], 
cu 
[a — 2" | < n > |fi(z) — filz”) | e 
Fie A = (a = o, Zu, =: Za = d) o diviziune a lui [a,b] astfel încît 
(2) NAI< m 


Cum orice funcţie continuă pe un interval închis şi mărginit este mărginită 
şi îşi atinge marginile, rezultă că oxistă 


3 ui bi E [zi zi] 
astfel incit 
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ji fu) = mi = înt f(2), 
(4) RELsi- xi] 


flo) = M; = sup f(2). 
selsi- sil] 


Din (2) şi (3) rezultă 
lui — ai < me 
deci aplicind (1) pentru z' = u; şi z” = o: şi ţinind seamă de (4), obţinem 


M — m => fo) — fum) | <a Usis<n), 


de unde rezultă 


SAD — sa) = FM — motai — a) < EI (a — ai) = 


Această inegalitate avind loc pentru orice diviziune A a lui [a, 6] de normă 
IA Il < m, înseamnă (teorema 3.7) că funcţia f este integrabilă. 
3.13. Exerciţii. 


1. Să se calculeze sumele Darboux asociate următoarelor funcţii și divi- 
ziuni: 


y lo, 4,2 
1 P:00, 11 R, au = (os e aa) 

di 33 fo e pei Ea 
ma, As = (0, o ot 71) 
o, 2 6, 2,23), 

tă De a A (0.5. 2 = 3) 
= x 
fl) main a, au = (0, 3. =). 

y Sf, A 200 
8:28, A (în ge ae te +2) 
2 2 3 

ge grai aa (e ze a). 

4. Fit, 318, A = 40,1, 2,59), 
mm as= 00. 2,9). 

5. PUR, au (o ete 1). 
fo) =, A = (1-10, 1). 


TI. Să se arate că următoarele funcţii sint integrabile şi să se calculeze integralele lor: 
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1. fi =VE=i, ze(t, 2]. 
2. (2) =Vz zelo, 2. 
8. fa) = za, zel, al, a.>0,a>0. 
0, dacă z=0, 
il. m |min (e In =) dacă ze (0,2). 


3.14. Calculul limitelor unor sume cu ajutorul integralelor. 
1. Să se arate că 


=m2. 


Pentru a vedea ce funcţie trebuie considerată, transformăm suma de mai sus astfel 


1 Speziă etica] 1 stu - PPE 3 1 | 


n+i nr 20 na PE) PRI 
n 


Vom considera deci funcţia f :[0, 1] —+ R definită prin 
der _1 


fa) 


şi, pentru fiecare n > 1, formăm diviziunea echidistantă 


în = (so atm Demo să 
Ei m n 


de normă |jAn || = <., iar în fiecare interval [z;-u, 24] alegem punctul intermediar 
EI 


der 


i 
Sa. 
n 


Se observă că termenul general al șirului din enunţ este chiar suma Riemann asociată 
funcţiei 7, diviziunii A, şi punctelor intermediare £;: 


Meta — a) = aril — Pia 


aa, (f &) 


Deci 


1 1 
ii 
a | aaă 


pe a] am DNA DE NE 


=m(t+ |, = n 2. 


2. Să se arate că 


a 1 
* lim 


1 
n Et a = Fa 
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Scriind suma de mai sus sub forma 


ro ve' val 


se observă că această sumă este suma Riemann asociată funcţiei f :(0, 1] — R, definită prin 


diviziunii A şi punctelorintermediare £; definite ca în exemplul precedent. Deci 


PI 1 1 1 : 
aim [Za == IT e + ps in a 5 — 


-$, a = sin 2), st i îm E 
, A 2 le 276 


3.15. Ezerci Folosind metoda de calcul de la punctul precedent, să se 
calculeze limita șirurilor de termen general: 


mot Va Vaat nr Val 
am Var t+ Var ere), 


aan = Ein E e inte + nt sin PE). 
nn n n 

Sel cual 2 (n — 19 
4 în e [oce-ooe e + cca i + + cos ]: 


A 1 
amo at apt Baa]: 


ş 4. INTEGRAREA FUNCȚIILOR CONTINUE 


4.1. Observaţie. În paragraful precedent s-a arătat că orice funcţie 
continuă f :[a,b] = R este integrabilă. - 

Deci, toate rezultatele, relative la funcţiile integrabile, obţinute în para- 
gratul 3, sint valabile şi pentru funcţii continue. 

Unele rezultate din acest paragraf sint adevărate numai pentru funcţii 
continue, iar altele se pot demonstra şi în cazul general al funcţiilor integra: 
bile. Totuşi, pentru simplitate, peste tot în acest paragraf vom lucra cu funcţii 
continue. 


4.2. Te ie. Dacă f:[a,b]— BR este o tuneţie con- 
înett 


Şnnaz = A: 


Demonstraţie: Funcţia [stiind continuă pe [a, b), este mărginită şi își atinge 
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6 — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


marginile. Notînd 
mint fa) şi OM —sup fila), 
z Ela, 2] z Ela, 
există u, o € [a, 6] astfel încit 
m =m şi fo)=u. 


Cum pentru orice zE[a, 6] avem m < f(z) < M, aplicind consecința 

2.49 obţinem 
mb — a) < Și nnaz < MO —a), 
de unde 
D 
lu) = m < 5 ehaz <U=fo). 
Cum însă feste continuă pe [a, 6], f aro proprietatea lui Darboux pe [a, 5]; 
există deci E €[a, Pb] asttel încît 
RE) = 


3 ( finaz. 


4.3. Observaţie. Scriind te- 
orema de medie sub forma 


PE — a) = fi pa) az, 


punem în evidenţă următoarea 
interpretare geometrică: 

Dacă feste o funcţie con- 
tinuă şi pozitivă pe [a,b], 
există un punct EE(a,b]asttel 
încit subgraficul lui f (Ty; vezi 
observaţia 2.2) are aceeași arie 
cu dreptunghiul de bază b — a 
Pie. II 4. şi înălțime /(E), 


14. Propoziţie. Dacă f :[a. 6] — R este o tuneţie continuă, atunei 
are loc Inogulitutea 


[Şi naz] < ini vaz. 
Demonstraţie. Întrucit f este continuă rezultă că | f | este continuă. Ținind 
seama de inegalităţile 
— IAD < 2 <Ifl, zeta 
şi aplicind consecinţa 2.18, obţinem 


— iz Laz < Șinodaz < Şi ral az, 
deci 
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| noaz |< ein iaz 


4.5. Observaţie. Rezultatul precedent este adevărat și pentru funcţii inte- 
grabile oarecare. 


6. Propoziţie. Dueăf:[a, b] => IL este o Tuneţie continuă şi pozi 
tivă iar [e, d) este un interval inclus în (a, b], atunei are loc inealilatea 
i noa < n za. 
Demonstraţie. Aplicind propoziţiile 2.21 şi 2.47, obţinem 
Ș.nnaz = i ndaz + Şinaz + Ș,nodaz > Și odaz 
R Ă . a 730709 

4.7. Conseeinţă. Dacâu —byif:(a,6] e Mesto o Tuneţie continuă 

şi pozitivă, noidentie nulă pe (a, 6), atunei 
$ ftraz = 0 

Demonstraţie. Prin ipoteză există un punct za E (a, b) astfel incit 

faza) >0. 


Funcţia f fiind continuă, rezultă (propoziţia Asa(0)) că există un interval 
deschis J astfel incit z € J cla, b] şi 


f)>0,  (Wze7. 
Fie (e, de J,e<ăd şi 
mt int f(z). 
zele, d] 
Atunci există z, € [e, d] astiel incit 
m = a). 
însă z, Ele, d], deci f(z,) >0, prin urmare 
m>0. 
Aplicind propoziţia precedentă, obţinem 
0 < md —c) < Şi naz < e nodaz: 


del existenţă a primitivelor unei 
.. Pentru orice tuneţie continuă f :[a, b] — R, funciia 


pla) tpar, Wata, îl 
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este o primitivă a lui f care se anulează în punctul a. 


Demonstraţie. Fie z, E (a, 5] şi zE[a, 6] cu z 7 2 Atunci (definiţia 
-2.22(8) şi propoziţia 2.21) 


Hz) + Plaza) = Ip fo) a — fra = Ii far. 


Aplicind teorema de medie integralei N [i)ăt, obţinem Ex € [0 2] sau 
. 
E € [z, za], (după cum z, < z sau z > z,) astfel încit 
$, fat = Ea — 20). 


Din (1) şi (2) rezultă 
Pl) — Fl) A) 
za j 
deci 
lim PE Pee) — lim f(x) = fa) 
n s-a e 
(deoarece E, este cuprins între şi zp, iar f este continuă). 
Dacă z, = a (respectiv z, = d), atunci 


lim FO = Flo) — pa) 
a 20 
x>a 


iv lim FU = PO) _ 
(epeucte lim FEL = P0) = 0) E 
2 

În concluzie F este derivabilă pe [a, 6] şi F' = f, adică F este o primitivă 
a funcţiei f. În baza definiţiei 2.22(a), avem 


F(a) = feroa =0. 


Teorema următoare determină toate primitivele unei funcţii continue 
date, primitive care se anulează în acelaşi punet. 


49. Tooremă. Fie f:[a, 8] = Ro tuneţie continuă şi g:(a, 5] R 
* primitivă a lui f care se anulează într-un punet z, € (a, 5]. Atunei g are forma 


a = noa zeta. 
Demonstraţie. Am văzut (teorema 4.8) că funcţia 
4) F(z) = $ fina 


este o primitivă a lui f. Cum diferenţa a două primitive ale aceleiași funcţii 
este o constantă (propoziţia 1. 1.3), rezultă că există k E R astlel încît 
2) Piz) =a()+k,  Wzela, d] 
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Insă 
alo) =0, 
deci 
(3) k= F(zo)- 
Din relaţiile (2), (3), (1) și propoziţia 2.24, rezultă că pentru orice z€ [a, P] 
avem 


ata) = Fa) — = Pta) — Pla) = Şi noa — Ș oa = poa. 


„40. Peoremă (formula de integrare prin părți )- Dacă [. : la. b] — R 
sint două funcții derivabile, cu derivate continue, atunci 


Ș.nrete)az = nada) Şeornaz. 


. 

Demonstraţie. Formula de derivare a produsului a două funcţii derivabile 
(f-2a) = PD a) + fi) eo), Wzela d] 

arată că funcţia produs, f- g, este o primitivă a funcţiei ['- g +- f: 4. Deci, 


aplicind formula lui Leibniz-Newton (teorema 2.12) și propoziţia 2.16, obţi- 
nem: 


(foto) — 7 alo) = Şir" rinaz= urata) + ndetăz — 
= Și rodaaz + Și roriaz, 
adică 
Și nomdaz = ata —jiatorinaz: 
4.11. Bzemple. 
1) Să se calculeze integrala 


$, z%e*dz. 
Avem i 
[| zeras = ce, — Bertetrae = e = [aaeeaz e = ae + a 
«+ uortazvaz = e — 20 + 2fueeaz = ez], or z0= 202 


2) Să se calculeze integrala 


fe z?cos zdz. 
Avem ii 


5 27 cos zaz= zisin | — Gpsin za) dz = —2 (e sin ada 
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= 22 cos 2] — a E cos a: (eyaz = — 2 — 2f7 cos adz = 20 — zana]: —2x. 
3) Să se calculeze integrala 
Și saz. 


Utilizind metoda integrării prin părți (exemplul 2.2 (7), cap 1) deducem că o primitivă 
a funcţiei 


z— Va, 
pe intervalul (4, 5], va fi funcţia 


aa pa V/ 55224 VF 
şi deci 
ja]: 
4) Să se calculeze 
$i= Inzdz. 
Avem 


2. a A ea 4(% an = Sinai (aa a Ama 
fi în zaz Sine] —2 Și Pun yaz 22 3 jet az îina-a 


[] Di d) 2: 7 
Din Îi i 2-2, 
a" CU i ui 9 


5) Să se calculeze 


(e ata zăz. 
Avem 
tz = (tg? 2 + 1)—1 = (pai 


[ţ 2 te sas= ţi (tg 2) az -fă la atu=[i == [E A a 


mă. (Formula de schimbare de variabilă) 
I A R (J interval din R) două funcţii cu proprietăţile: 


Ple [a, 5] 
1) / este continuă pe J, 
2) e ente derivabilă, eu derivata continuă pe [a, 6]. Atunei 


Șe nato)- pae = o nada. 


„Demonstraţie. Funcţia f fiind continuă, admite primitive. Dacă F este o 
primitivă a lui f pe J, atunci 


w P(D = WM ze7 
şi (formula lui Leibniz-Newton) 
a) o naz = F(atb)) — Plata). 


Folosind formula de derivare a funcțiilor compuse și relaţia (1) deducem 
că Fo q este o primitivă a funcției (fo q) - 9 

(Fo et) = F'(e0)) - 900) = fo 90 - po), (ve e lab). 
Aplicind formula lui Leibniz-Newton şi ţinind seama de (2) obţinem 


fe eo - tar = (Fe 9900) — (Po e)ta) = Și paăz. 


418. Observaţie. Dacă [a,b]-*o[c,d]-Î>R sint două funcții cu proprietăţile: 

(a) F este continuă pe (e, d), 

(6) “e este bijectiva, e şi q1 derioabile cu derivate continue, 
atunei 


$ natoae = 00 petenta. 
la eta) 


Într-adevăr, funcţiile ș şi fiind continue, rezultă că fo e este continuă, deci admite 
primitive. Fie P :(a, b]-R o funcţie derivabilă astfel incit 


w pr = fos. 
Atunci (formula lui Leibniz- Newton) 
e) Și retonu = 2 — po). 
Po de altă parte, ținind seamă că (1) avem. 

(Po ela) = Prloritz))- (ela) — Pele()) * (eta) = fate) 
deci 

tb) 

(0 ro nadtertelaz = (Porlab)) — (Poevteta) = Pb) — Pta): 


Din (2) şi (3) se obţine egalitatea din enunţ, egalitatea care se mai numește şi a doua for- 
mulă de schimbare de variabilă. 


4.14. Ezemple. 
1) Să se calculeze 
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Avem 
sn E E 
A ci 
) Sata Ş sintasin cda = [] (1 — costzjtain a dz. 
ii * Pi 


Considerind aplicaţia 


2 pla) = cos z, =e[2 


+77 (t2)- 


obţinem 


R- 
Li 
la 
— 


E = îi saga 
= inte] = inte = mt? = n. 
3 


3) Să se calculeze 
T_sinzz 7 
$ 1+ siniz 
Avem, ca în exemplul 3.3 (1) cap. I, 
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3 (a + sintz) Ei 
Ar sina) a. — 2 
ze az = în ţa + inta) e = în 2. 


Ş sin 22 dia 
o 3 7 sint 


4) Să se calculeze 


Avem 


[E 
lei z= Zareig|! a-i 


5) Fie a, BE Ra <fşif:(a, 6] + R definită prin 
ADE Viza = 2). 


Se cere să se calculeze 


[i [izaz. 


în acest scop definim funcţia ș Zet B] prin 


[3 


et a + (6 — a) sint. 
Avem deci situaţia urmâtoare 
[o Ei ai [a 8] n n, 
Ei 
unde f este continuă, iar p este derivabilă cu derivata continuă; deci sint îndeplinite 


condiţiile teoremei 4.12 (formula de.schimbare de variabilă). Apligind această teoremă, 
obţinem: 


fe noa ţi, CE nea = [N neto)-ort ar = Și TDP 10) - et) ai = 


]] 2(8 — a)sin ecosrde = 


- i VIB Sina = a) ti sii 


ji (1 — coste)ăt = 
o 


Aşadar, 
DP Dar = pai: 


Observăm că funcţia z— V/[z — a) (Ș — z) este un caz particular al funcţiei 
studiate în exemplul 3-5 (4), capitolul 1. Însă primitivele găsite acolo nu sint definite 
pe întreg intervalul (a, 8] ci doar pe (a, 6). 


6) Să se calculeze integrala 
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Și aa 


Avem 
ha) = Vai Vz Wzeri, 4] 

şi luăm e :[1, 2]—([1, 4] definită prin 

el) = e. 
Atunci 

eo = 2 
și 

To) 9) VI Fiu, 

deci 


că = 12 
(fe Viva az = (bee fizaz 


Facem o nouă schimbare de variabilă: 


5 Felo)-ettoaz = E VI. 


In acest caz notăm 
gi) = VIRF: Wrett, 2] 
şi detinim u: [2,3] — (4,2) prin 


Atunci A 
u'(5) = 4 
şi 
atu (s)u(s) = (e — DV 3 = sh — sh 
deci 


a $, Tia = cd ilie poa = EIN atulo))u(ae = 2 [N she — sh) aa a 
= 22-a 2-a] | = Sova va. 


7) Să se calculeze integrala 


4 sine 


Îi caz 
lo sin z + cosz 


Avem 
Ala a — sin z cz 
sinz-+ cosz tigari 
şi luăm e:10, n] 7] definita prin 
pl) = Arcter., 
Atunci 


jiji E 
pd i ri 


și e | 1 +4 
0))-e"(e) = E = Ea S 
Del): Se A zeta “ai 
Ultima -egalitate se obţine calculind coeficienţii A, B, C din identitatea 
B+ 


: A 

FINE i ai 

Aceste calcule dau A — şiB=c= 

$2 tz ŞI da. ata E) a = 

o 1rtgz ul 201 ea 
a 

= Asa 
$,(— Și Dacă Lat ga a 

=[ met rime) are is] == 


4 (ma): 


Aşadar 


= — Pina meritat 

4.15. Observaţie. Fie a >0 şi f:[—a, a] = R o funcţie continuă. Atunci 
Şi „az = Ș* tra) + paz. 

w 


Într-adevăr, aplicind propoziţia 2.21, avem 
$ zaz = $ „Rnaz + Și paz. 


2% 


In baza definiţiei 2.22 (8), are loc relaţia 
$, fiaaz = — NE fz)az. 


Liind funcţia ș:R — R definită prin 
pt) = — 
(3) 


şi aplicind formula de schimbare de variabilă (teorema 4.12), obținem 
$,"naz = fo paz = Şi roata = — fra. 
Din relaţiile (1), (2) şi (3), rezultă 
Și „nedaz = Şir) + ada: 
4.16. Detiniţie. Fie J un interval simetric (adică J este de forma 


]) şi 7:J — R. Spunem că feste o luneţie pură (re 
tv) zeJ. 


(a, a) sau [— 
) dacă 
—z) = —f2), 


pectiv im 
[—2) = Az) (respeetiv f( 
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4.17. Observaţie. Fie f: [—a, a] - R o funcţie continuă. Atunci 


Ş Vita 2 lb fiz)ăz, dacă f este pară, 


0, dacă feste impară. 
Într-adevăr, dacă feste pară, atunci 
f—2 = fim 0) zel-a, a], 
deci (observaţia 4.15) 
Şi Reaz = jun + fo ăz = Și afaz = 2$* Aa). 


Dacă f este impară, atunci “ 
Na+ fi =0, (zel, a, 
deci (observaţia 4.15) 
Și „naz = Ştra) + no zăz = 0. 
4.18. Exerciţii. 
ră ii vb] R o funcţie continuă şi strict crescătoare. Să se arate că există un 
singur punct c e [a,b] astfel încit 
(e ras = e — a)-ro: 
2.. Su consideră funcţia 


[= zeus. 
Să se determine c e (1,3) astfel încit 


Și radaz = aq) 
i i 
8. Fie f:[a,0]— R o funcţie continuă neidentic nulă, astfel încât 


f fa)az = o. 


Să se arate că există în (a, b] două puncte za, za, zi < zş astfel încît 


Pl) fiara) < 0. 
4. Fie f:la,b]— R o funcţie continuă. Se presupune că pentru orice interval deschis 
(5, b) Cta, b] există un interval [a;, dC (a, %) asttel încît 


$ % pa)az =0. 
% 


Să se arate că f este identii 
VI. Să se verifice egalităi 
1. paine za 

o 


Aa 3. frcost 2 az = 0. 
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3. $ căsin 22 dz 


o 5 
CI E) aa 
5. (7 zsintzaz= E. d. Şi J>az = 
ja [i Va 
Iaz 52, 8. (“2/3 Fsaz= 8. 
9 lo 3 
ERE 1 1 
Ta a VE ei 2 n 
mima: ali - 10. fa de = are ge z, 
= Li 1 3 
=pi-1+n 3 $ =dz=2—amî. 
vz [74 ) pre 
calculeze integralele: 
si dă 
—aa . =$ SS 
4 iz +5 
3 
II 22 
In (1 + tg z)dz. 3 a. [i —dz, 
Mt Er bata $. Po PRra 7bia 


6. IN 9 paz. 
o 


8. Şpsintz cos 2 dz. 
o 


10. Ş, e? sin dz dz. 
o 


12. 


z In (4 + az. 


Aplicaţii ale integralei definite şi metode de calcul 


$ 1. INTERPRETAREA GEOMETRICĂ A INTEGRALEI 
DEFINITE A UNEI FUNCŢII POZITIVE 


În acest paragraf vom defini clasa mulțimilor din planul R2 care au arie 
şi vom arăta că dacă f:[a, b] — R, este o funcţie continuă, atunci mulțimea 
Tr ((z, yEeRla <z<b,0<y <f(2), 


numită subgraficul lui f, are arie şi aria sa este egală cu integrala lui f pe inter- 
valul [a, d]: 


aria (Tp) = Ş, Aa) dz. 
a 
14. Definiţie. O mulțime F£ din planul R' se numeşte olomen- 
tară dacă 
E=UD, 
unde D, sint dreptunghiuri eu laturile paralele cu axele de coordonate, lar ori- 


care donă dreptunghiuri ditorite DD, au cel mult o latură comună. Punem 
prin definiție 


(E) Și aria tp 


1.2, Observaţii. a) Reprezentarea unei mulțimi elementare £ sub forma 


n 
E=Ubi, 
eri 


nu este unică. 
b) Reuniunea, intersecţia și diferenţa a două mulţimi elementare sint tot mulţimi 
elementare. | 
c) Aria unei mulţimi elementare nu depinde de scrierea lui £ sub forma £ = 


n 
= U Di ca în definiţia 1.1, adică dacă 
ri 


E=UD: şi E=UG, 
i sa 
sint două reprezentări ale lui £ ca în definiţia 1.1, atunci 
n m 
2) aria (D4) = Pi aria (G;). 
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d) Dacă E, P sint mulţimi elementare disjuncte, sau care au în comun cel -mul 
laturi ale unor dreptunghiuri componente, atunci 


aria (ZU F) = aria (2) + aria (F). 
9) Dacă E, sint mulţimi elementare astiel incit ECF, atunci 
aria (E) S aria (7) 
şi 
aria (PNE) = aria (F) — aria (E). 
13. Detiniţie. Fie A o mulţiniie mărginită din plan. Spunom că 


mulţimea A are arie, dacă există două şiruri (Ea ex, (Pen de mulțimi 
elementare asttel încît: 


(0 Em CA CF (Wnen, 
(2) girurile de numere reale pozitive 
taria (£„)hex şi (aria (P)lex 
sînt convergente și 
ln aria (2) = lim aria (F,). 


În acest caz punem 


aria (4)* lim aria (E) = lim aria (F,). 


1-4. Obsereaţii. (a) Definiţia ariei lui A este corectă; adică dacă luăm (Vaux, 
(Vnnen alto două şiruri de mulţimi elementare care satisfac condiţiile (1) şi (2) dia 
definiţia 4.3, atunci 


lim aria (Up) = lim aria (V4) = lim aria (4) = lim aria (Pe). 
na rocă me ne 
(6) Dacă A şi P au arie, atunci AUB, AN B şi AN au arie. 
(0) Dacă A, 2 au arie și A N E =, atunci 
aria (AU B) = aria (4) + aria (p). 
(3) Dacă A, 2 au arie și BCA, atunci 
aria (ANB) = aria (4) — aria (n). 
Nu demonstrăm aici aceste rezultate. 
1.5. Ezemplu de funeţie-al cărei subgrafic nu -are arie. Fie R:(0, 1] = Ry funcţia 
lui Dirichlet 


1, dacă 2 e 10,1] n Q, 
0, dacă z e [0,1]NQ 


şi 


Te (tz, 9) ei jos z<1,0<y ata). 
Vom arăta că: 
(«) dacă £ elementară € Tg, atunci aria (£) — 0, 
(6) dacă 7 elementară > Tg, atunci aria (7) > 1. 
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Din faptul că între două numere reale există întotdeauna un număr irațional, 
rezultă că orice dreptunghi D C Tg are înălțimea egală cu 0, deci aria sa este egală cu 0 


aria (D)=0. 
Cum orice mulțime elementară FC Ty este alcătuită din dreptunghiuri DCTg, 
rezultă afirmaţia (a). 


Pătratul D, = [0, 1] X (0, 1] este cea mai: mică mulţime elementară care include 
po Tg; adică dacă P elementară > Tg, atunci F> Di, aşadar, 


aria (F) Z aria (D,) = 4. 


Fie acum (En)nen, (Fnnen două şiruri de mulţimi elementare „astfel încât 
şirurile ariilor lor sint convergente şi 


EnCT3c Fa, (WneN. 
Atunci din (2) rezultă 

aria (Ea) =0, (WneN, 
iar din (6) se obţine 

aria (Pa) >1, (WneN, a 
deci 


lim aria (£n) = 0 <1 Slim aria (£7). 
Aşadar, mulțimea T nu are arie. 


Din cele arătate mai sus se vede că: dacă A este o mulțime care are arie, 
nu rezultă neapărat că orice submulțime B a lui A are arie. 


16. Peoremă. Dacă f:[a, 5] -R este o tuneţie continuă pozitivă 
atunei 


(2) T, are arie 
şi 
(6) aria (Tp =$ Aaaa. 
Demonstraţie. Fie 
A =(a= 28 <<< = d) (n €eN) 
un şir de diviziuni astfel încît 
(13) lim | 4] =0 


şi să notăm cu mf (respectiv M?) marginea inferioară (respectiv superioară) a 
funcţiei f pe intervalul închis şi mărginit [27_,, 7]. 

Se ştie (vezi Elemente de analiză matematică, cl. a XI-a) că orice funcţie 
continuă pe un interval închis şi mărginit J, işi atinge marginile pe J. Deci, 
în cazul nostru există 


ut E [za zi] şi v? E lat, 27] 
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astfel incit fe 


RuD= m și PD mp 4 

Fie (fig. 111.1) i I 

Dr Sfara, 27] X 10, mel, m = AY 

Gri [at a 27] X 10, MI || e ia 
dreptunghiurile de bază a? — aşi —-s| a în În EI 


înălțime m?, respectiv M4. Mulţi- 
mile elementare 


der der 


2, Ya 
Ea = Dr, respectiv Ft U cp 
verifică incluziunile 
(2) E.CT/UF,, 
iar ariile lor sint 
Pa Pa 
(8) aria (£,)= Fim (at — ta) = Fo fut) (at — 20) = ca, (+ ut) 


respectiv 
(4) aria (F,) = aa, (f, v7). 


Funcţia f fiind continuă, este integrabilă (cap. LI, teorema 3.12), deci 


(cap. II, observaţia 2.11), ținind seama de relaţiile (1), (3) şi (4), obținem: 


(6)$; rzaz = dim ca, (fut) = lim ariac) = lim ap (fot) = lim aria (7,)- 


Șirurile de mulțimi elementare (£,) şi (F,) veriticind relaţiile (2) şi (5), 


rezultă că mulțimea Ty are arie și (definiţia 1.3) 


aria ([p) = (3 fl) dz. 


1.7. Consecinţă. Dacă f, g:[a, 6] R sînt tuneţii continue astfel încit 


fa) < aa), (v) zeta, d] 
atunei mulţimea (fig. 111.2) 
Tha ((z, pER: |aszsb; f(2)<y el), 


cupriusă între graficele tuneţiilor f, g şi. dreptele 
paralele la Oy care taie axa Oz în punetele a 
şi b respectiv, are arie şi 


P Lea) — A az. 


aria (Tg) 
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Dacă g(2) > f(z) > 0, (V) za, 8], atunci 
aria ([pg) = aria (T4) — aria (,). 
1.8. Ezemple. 
1) Să se calculeze aria mulțimii cuprinse între parabolele de ecuaţii: 
(09) papa pp = az, 
(2) 2 = ay, 
unde a >0 (fig. 111.3). 


Pi WUL8 


Rezolvind acest sistem de ecuaţii, obținem punctele de intersecţie ale acestor 
parabole. 


aria (Era) = Șe (ta) — az = Și (rar = ae = 


ID 


2) Să se calculeze aria mulţimii 

(fig. 111.4) 

A= tu peRtin+ ps, y>0), 
(r>0). 


Observăm că mulțimea A este subgraficul func- 
7 = Ry definite prin 


fa pa. 
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Am văzut în capitolul 1, exemplul 3.5 (2), că funcţia 


este o primitivă a lui f. Deci 


aria (4) = aria (T/) = Şir dz= E [pe are sin 2+ Vr==]|. 


n [pă scosi d je ate [E 2, (cai) | Aia 
= FI arosin 1 — 7? aro sin (—1)] = =] (==)]= iar. 

3) Să se găsească aria mulţimii A (fig. III.5) cuprinse între cercul de 
ecuaţie 


[3) 2 + pi = 4pz 

şi parabola de ecuaţie 

[119) y pp = 2pz. 
Scriind ecuaţia (1) sub forma 

(1) (2 —2pP + = Cp), 


se observă că cercul considerat are centrul în punctul (2p, 0), iar raza sa este 2p. 
Pentru a determina punctele în care parabola intersectează cercul, vom rezolva 
sistemul format din ecuaţiile (1) şi (11). Dacă se înlocuieşte y? din (11) în (1), atunci 


2 = 2pz, 


deci se obţin soluţiile 
z=0şiz=2p. 

înlocuind pe z = 0 (respectiv z = 2p) în ecuaţia (11), obţinem soluţiile 
y=0şiy= cp. j 

Aşadar , parabola de ecuaţie (11) şi cercul de ecuaţie (1) se intersectează în punctele 

0(0,0), P(2p, 2p), QQp. —2p). 
Este suticient să calculăm aria mulțimii A, cuprinse între arcul de parabolă OP 
şi arcul de cerc OP, adică aria mulţimii cuprinse între graficele funcţiilor 
fa) E p/2pa, (0 220), 

na) Vip A, (0<2<2p). 
Puncţiile f şi h fiind pozitive, avem 

(1). aria (4) = aria (Pr) = aria (TA) — aria (7), 


1 
(2) aria(rp) = fă flaaz = V2p $ zi az = 


=Vzp. 2 
AT 
2 
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Ia = 


Deşi se observă uşor că 
aria (4) = + aria cercului de rază 2p = Z 7 (2p)* = mp?, 


totuşi vom folosi integrala pentru a calcula aria (T,). 


Scriind V/âpz = sub forma 


Vazlhp-—2), 


de forma 


se vede că avem de integrat o fun 
Vi d(6=2). 


Pentru a putea aplica rezultatul obținut în exemplul 4-13 (5), din capitolul II, 
considerăm tuncţia h, definită pe [0, 4p] (și nu numai pe [0, 2p] cum era definită A), prin 
aceeasi relaţie 


(3) uta) E V23p 3, () 2 e 10, âpl. 
Atunci are loc relaţia 


aria (Ta). 


4) aria (Ta) = 
In exemplul 4.18(5) s-a obținut egalitatea 
(i) Veda apt. 
? la Li 
Din (3), (4) şi (5) (pentru a=—0 şi i = âp), obţinem: 
(6) aria (ra) = AL Şi Vai a = A (ap E = mpi. 
2 Jo 2 8 
În sfârșit din relaţiile (1), (2) şi (6) rezultă 


aria (4) = aria (4) + aria (44) = 2 aria (44) = 
= 2 [aria (TA) — aria (Pp)] = 2mp? — E R, 
1.9. Ezerciţii 
1. Să se calculeze aria mulţimii Tp,g: 
1. [(2) = —Va, alo =Vaz, zelo,ul. 
2. [2 =, (a) =, zel0,1]. 
fi 
a 


4 [d =VrzZa, aa) = VFB, zel. 
5 fe) Vae a Via, ze 2/5 »]- 


3. fa) = 3 el = a, ze]. 


o fa, aa pi set n. 


7. [7 = +1, a(2) =3—z, zel—2,1]. 
8. f(2) = e, ela) = e, ze10, 1]. 
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9. fiz) 


10. f(2) 


1. fi 


u. 


1. Să so calculeze ar 
de ecuaţie y = 


2. Să se calculeze aria mulţimii din semiplanul ( (2, y) |y > 0. 
echilateră de ecuaţie zy = a*, axa Oz şi dreptele de ecu. 


3. Interiorul cercului de ecuaţie z? + y? — 16 este despărțit de parabola de ecuaţie 
y = 6 în două regiuni. Să se găsească aria fiecăreia din ele. 


a 
4. Interiorul elipsei de ecuaţie 7-f g? = 4 este despărți de hiperbola de ecuaţie 


1 în tevi regiuni. Să se calculeze aria fiecăreia din ele. 


5. Sa se calculeze aria figurii cuprinsă Intre parabolele de ecuaţii 
pP=82—a) şi = AQ2+a). 


uaţie a? + y* — 8 este despărţit de parabola de ecuaţie 
Să se calculeze aria fiecăreia din ele. 


6. Interiorul cercului de 
pi = 22 în două regiui 


7. Fie hiperbola echilateră de ecuaţie z* —y? = a? şi dreapta de ecuaţie y = 
şi pi 


= kz(0<k=1). Să se calculeze aria mulțimii cuprinsă între semidreapta 
Oz ţz > 0), arcul de hiperbolă 2? — y? = a? (y > 0) şi dreapta y = kz. 


8. Să se calculeze aria mulțimii cuprinsă între parabola de ecuaţie y? = z şi dreapta 


de ecuaţie y= 22 —1 


9. Să se calculeze aria mulţimii cuprinsă între parabolele de ecuaţie p* = z, 2? = By. 


$ 2. VOLUMUL CORPURILOR DE ROTAȚIE 


În acest paragraf vom presupune că cititorul este familiarizat cu calcu- 
Tul volumului unor corpuri uzuale ca: paralelipiped, prismă, piramidă, cilindru, 
con, trunchi de con. Pornind de la volumul cilindrului, vom defini co înseamnă 
că un corp de rotaţie (corp obţinut prin rotirea subgraficului unei funcţii 
pozitive f în jurul axei Oz) are volum şi vom deduce o formulă de calcul al 
volumului unor astfel de corpuri. 
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Fig. IIL.6 
Cel mai simplu corp de rotaţie se:obţine rotind subgraficul unei funcţii 
constante pozitive: 
f(z) =r, (Wzela, 8] 


în jurul axei Oz (fig. 111.6), Această mulţime (care este un cilindru de rază 
r şi înălțime b — a) poate fi'scrisă sub forma 


Ce = tz y, DE RIVEȚA sr, ass). 
Volumul acestui cilindru C, este 
vol (€,) = nrb — a). 
3.1. Detiniţie. Fioa,bER,a<bşif:la, b] + Ry. Mulțimea 
Crt (2, 2) E BI VPEFE <fiz), ass) 


se numeşte corpul de rotaţie determinat de tuneţia fsau 
corpul obținut prin rotirea subgrafieului funcţiei f în jurul axei Oz (fig. LIL.7 


Pie. DI? 


2.2. Observaţie. Dacă funcţia g :[a, b] -R, este constantă pe porțiuni, 
adică dacă există o diviziune A = (a = ze < zi <... <z =b) a lui [ă, d] 
astfel încit g este constantă pe fiecare interval (z,_, z,): 


(7) = cu (W z€ (ziua), 
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îi 
JE 


xi xi 


Fig. I.8 


atunci corpul de rotaţie determinat de f are forma următoare (fig. 111.8): 
adică este o reuniune finită de cilindri. Volumul unui asemenea corp de rotaţie 
este 


vol (€,) = 3 cz — zi). 


Prin analogie cu națiunea de mulţime elementară introdusă în paragraful 
precedent, vom numi: mulțime cilindrică elementară, orice mulţime care se 
obţine prin rotirea subgraficului unei funcţii constante pe porţiuni în jurul 
axei Oz. 

Cel mai mic (respectiv cel mai mare) dintre numerele pozitive c., Cay =: Cn 
va ti numit raza minimă (resp. raza mazimă) a mulţimii cilindrice” elemen.. 
tare C(f). 

Aşa cum am folosit mulțimile elementare pentru a defini aria unei mul- 
țimi din plan, vom folosi mulțimile cilindrice elementare pentru a defini volu- 
mul corpurilor de rotaţie. 


2.3. Detiniţie. Fie a, b] - R, şi Cp corpul de rotaţie determinat 
de funcţia f. Spunem că C, are volum dacă există două şiruri (G)uen 
şi (H)nen de mulţimi cilindrice elementare (fiecare G,, şi HI, fiind determi- 
mate de funcţiile constante pe porțiuni z,, h, :[a, d] — R) astfel încît 


(49) G,< Cre Ha (VW) n€EN 
şi 
(2) lim vol (6,) = lim vol (H,). 


În acest caz volumul lui gr se defineşte prin 
vol (Cp) St * lim vol (6,) = lim vol (4): 
2.4. Observaţie. Definiţia volumului corpului de rotaţie Cp nu depinde de şirurile 
(Gn)nen şi (Hn)nexN considerate. 
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2.5. Ezemplu de corp de rotaţie care nu are volum. Fie g :(0,1]— R, funcţia lui 
Dirichlet 
1, dacă raţional, 
(2) = e 
0, dacă z irațional. 
Se observă că a 
(a) orice mulţime cilindrică elementară G C Cg are raza maximă egală cu zero deci, 
vol (G) = 0, 
(6) orice mulţime cilindrică elementară FI 5 Cp are raza minimă > 1, deci 
vol (17) > 12- (1 — 0) = ș. 
Fie acum (Gn)nen, (Hn)ne două şiruri de mulţimi cilindrice elementare asttel 


incit 
[) Gn ECac Ha, (WneN, 
[E)) şirurile de numere pozitive (vol (Ga))nen şi (vol (74))nex sint convergente. 
Atunci din (1), (a) și (8) rezultă : 
vol (Gr) = 0 şi vol (Ha) >, (WneN, 
deci (2) 


lim vol (G) = 0 < x Slim vol (Hu), 


de unde rezultă că Cy nu are volum. 


26. Dooremă.- Dacă f:(a, 5] + R, este o funcţie continuă, atunci 
(i) corpul de rotaţie determinat de f are volum și 


(ii) vol (07) = 7$: Pizaz. 


Demonstraţie. (Modelată după demonstraţia teoremei 1.6). Fie 
= (a=m <<<, =5), men 


un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel încât 
(4) lim || A, ||=0 
şi să notăm cu m! (respectiv M”) marginea inferioară (respectiv superioară) 
a funcţiei f pe intervalul închis şi mărginit [27,, 27]. Atunci există 
up, WELz, 27] astiel incit 

Put) = mt şi ft) = My. 
im funcţiile constante pe porţiuni 


Pentru fiecare n EN de 
Em ha la, bl Ry 


ser | m? = flu?) dacă z€ (2,2), (si <p), 


&n(2) fiz), dacă z = zi, 0<i<p), 
a eu = [w), dacă ze (7, m), (Usisp, 
(2 Uz, dacă z = zi, 0 <i<p,). 
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Xe ză 


Pig. IIL.9 


Atunci corpurile de rotaţie G, şi H, determinate de gy şi h, respectiv, sint 
mulţimi cilindrice elementare cu proprietăţile: 
(2 G„cCrecH (Wnen, 


Pa 
VoL(G) = n 7 Put) (2 — zi) = can (nf? ut), 

6 3 
VoL(H,) = 57 Pot) (at — a) = oa, (fi, vi). 

Funcţia f fiind continuă, rezultă că și funoţia nf? este continuă, deci 
(capitolul II, teorema 3.12) f? este integrabilă, prin urmare, ținind seamă 
de (1) şi (3), obţinem: 

Dă $ipodaz = lim ca, (nf, u?) = lim vol (G,) = 
, -.. = 


== Ii 


(4) 


im oa, (mf*, 27) = lim vol (H,). 
i pi 

Şirurile de mulţimi cilindrice elementare (Gen şi (H„)en verifioind 
relaţiile (2) şi (4), rezultă că C(/) are volum şi 

vol (Cp)=r Şi fz)az. 

2.7. Ezemple 

a) Să se calculeze volumul corpului de rotaţie determinat. de funcţia 
P:10,8]-+R, detinită prin f(z)= Vaz 
(paraboloid de rotaţie; fig. 111.10). 


Avem 


vol (Cp) = -$ Plaaz = 


= 2ma i sas 2ma | — mat. 


Fig. IIL.10 
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6) Să se calculeze corpul de rotaţie determinat de funcţia f:[a, 4] > R, 
definită prin (2) = V/22— a2 (hiperboloid de rotaţie; fig. 111.11) 


p 


vol (Cp)=m [a = $ (22 — ada = (2 = az) 


==] (eo see au 


Y) Să se găsească volumul elipsoidului de rotaţie, adică volumul corpului 
obţinut prin rotirea mulţimii 


E=(a pen 


2 
pa < 1, (a, d >0) 
în jurul axei Oz (fig. 111.12) 


ipsoidului faţă de planul yOz, este suficient să calculăm numai 
tuate în partea dreaptă (2 > 0) a planului yOz. Fie deci, 


[100 Re Pa) Et d pas. 


Datorită simetriei 
volumul jumătăţii 


Atunci 
., mb (a 
vol (Cp) = ne Prea - i (a — zjdz = 
mb (a _ 22 mt a SE, 
= "33 (ete zi) ea aicea 
deci 


volumul elipsoidului — Ea, 
Dacă a = b = r, atunci regăsim 


volumul sferei de rază a — în a. 


Fie. IL Fie. IILA12 
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3) Fie a >0 şi astroida de 

ecuaţie 
ada 

+= 

Să se calculeze volumul astro- 
idului de rotaţie (corpul obţinut prin 
rotirea mulţimii mărginite de as- 
troidă, în jurul axei Oz; fig. 111.13). 


» (a>0). 


Datorită simetriei este suficient să 
caleulăm volumul corpului de rotaţie 
determinat de funcţia 


m (a 


Avem i Fig. ILA18 


zel0,a]. 


, ej (pina n$rte) dz= =$ (23 ia 2) dz = 


je close dr 
3 et — sat? + sata? — e 


2.8. Exerciţii 
Să se calculeze volumele corpurilor de rotaţie determinate de funcţii 


Pi 

1. fa =o (3) „ zela,b], a,5>0. 
a 

2. fa) = 22 — 2, ze[0,2). 

8. [(2) = sin z, ze10,n). 

4. fa) = e, zel0z]. 

5. f(z) = arcsinz, ze [e. i]: 

6. fl) = znz, zelie]. 


ză ne = ale me 


E ) 210, a] 
8. fla) = ze, 20,1]. 
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9. Az) = |=. ze, a]. 
10. (2) = Vaz, zeto, a]. 
11. fa) = Va Za, a slo, al. 


12. (2) =Vi Va, zero. 
18. (a) = E lea) 


» zelab], b>a>0. 


14. fl) = | ee 


"zel. 


$ 3. LUNGIMEA GRAFICULUI UNEI FUNCȚII DERIVABILE 
CU DERIVATA CONTINUĂ 


Im acest paragraf vom defini lungimea graficului unei funcţii continue 
F:la, 5] R şi vom arăta că dacă f este derivabilă cu derivata continuă, 
atunci graficul lui f are lungime finită și 


lungimea graficului lui f = $ VI Ta))ar 


3.1 Detiniţie. Pentru orice funeţie /:[a, b] = R şi orice diviziune 
A=(a=a <a Si <t=b 


a intervalului [a, 2] definim funcţia fa :[a, 6] — R prin 
fata) SE fana) ++ JEN Metal. (2 — 4) dacă zElzis, 2), (4 si<n); 
— atu 


[a se numeşte funcţia poligonală asociată lui şi lui A (fig. 111.14), 


3.2. Observaţie. Funcţia fa se obţine, pe fiecare interval [zpa, zi], scriind 
ecuaţia dreptei care trece prin punctele din plan! 


Aula Piz) 


și 
Azi Azi). 
pi 7 axariariri 
orei 7 
Hi = i > . 
O| a-si s-a * b=*n VĂ 
Fig. D144 
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înec | cupe ut oala A că UR 
Aia A) = Vai 200 Pa) — Pazo). 
3.3. Detiniţie. "Numărul pozitiv 
173) et SA 40 
se numește lungimea graticului funcţiei poligonale fa. 


3.4. Observaţie. Dacă A, A' sint diviziuni ale intervalului [a, d] şi AC A”, 
atunci 


ste (aplicind teorema lui Pitagora): 


Ufa) < Wa). 

inind seama că orice diviziune A” mai fină ca A se obţine prin adăuga- 
rea la A a noi puncte de diviziune, este suficient să considerăm cazul în care 
„A! se obţine din A prin adăugarea unui singur punct e € (za, 7): 

A=(a= o Ce Ca CBC Cad), 
iar 
A = (a= ao Co: Ca COS <a =d). 
Notând cu B punctul de coordonate (e, f(c)) avem (fig. 111.15): 
(Aa A) s (As B+ AB, 4), 


deci 
fa) = FA 40 + dA A) < 
iz 
(Aia AD + (Aa B+ UB, 4) = Ka). 
. ij 


3.5. Detiniţie. Spunem că graficul unei funcţii continui f : (a, 6] + R 
are lungime finită dacă există o constantă M > 0 astfel încit 


Wfa) < M, 
- pentru orice diviziune A a intervalului (a, d]. . 
Îm acest caz marginea superioară a mulțimii 
(fa) | A diviziune a lui [a, 8]) 
este < co. Numărul real pozitiv 


Ka) *Esup(M(fa) | A diviziune a lui (a, 8]) 


se numește lungimea graficului 
tuneţiei f. E 
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3.6. Observaţie. Dacă graficul lui f are lungime finită, atunci există un şir 
de diviziuni (A,)sen ale intervalului [a, 8] astfel încit 


w lira || A,|| =0 
şi 
e) Lira (fs) = A7): 


într-adevăr, pentru orice n 31 avem 


UD — A < UP) = cel mai mic majorant al mulţimii (4(fa))a, 
Ei 


deci 1(f) — A- nu este majorant pentru această mulţime, adică există o diviziune An a 
n 
lui [a,b] astfel încît | 
1 
[) UD) — 2 (fa) sun 


(a doua inegalitate rezultind din faptul că 2(/) este majorant pentru mulțimea (1(f4))a). 
Din (3) rezultă 


(0) NP) => m (ra, 
Luind, pentru fiecare n > 1, o diviziune Am cu proprietăţile 
An An 
Nast, 
n 
rezultă (observaţia 3.4) că: 
(5) Ura) St (fa) (su) 
şi 
w lim lAnii=0. 
Din (4) şi (5) rezultă că şirul (1(Fa,)cey este convergent 
şi 
2) aim E (fa) =): 


3.7. Teoremă. Dacă funcția f:[a,5]-+R este derivabilă, cu derivata 
continuă, atunci 
1) graticul lui f are lungime finită 


şi 


2 UD = VI FPI)i az 


110 


Demonstraţie. Din ipoteză rezultă că funcţia 
zoVIF TOR 
este continuă, deci mărginită, adică există M 2 0 astfel încît 
Vi sm, (zeta. 


Fie A= (a = 29 <a <-- < 2n =b) o diviziune oarecare a lui (a, 8]. Aplicind 
teorema creşterilor finite lui /, pe fiecare interval [zi-u zi], 4 Sin) obţinem un 
E; E[zi-u zi] astfel încit 


zi) — Azi) = FU — zi) 


deci 


Wa) = 2) V [ai — zar (fa 


— Pa = 


- >, VIII - (ai — ze) SM P2) lg — zi) = Mb — a) 


oricare ar fi diviziunea A a intervalului [a,b]. În concluzie, graficul lui f are lungime 
finită, 
Fie acum 


(aa), ne, 

un şir de diviziuni ale intervalului [a, 8] cu proprietăţile (vezi observaţia 3.6) 
Ul im n = 0 

şi 

4) dim (734) 40): 


Aplicind, ca mai sus, teorema creşterilor finite lui f pe fiecare interval [a?_a, a], 
obţinem un Efe [az 27] asttel încit 


t) Plat) — Plata) = (EP) (at — 7). 
Notind En = (E, E, so, Ep) 3i Vinind seamă de (2), obţinem 


ura.) -3 Vi = PF ZF = 
(8) = ȘI VIFUTE (et — a-a) = aa VETI, în). 


Funcţia /îF AP fiind continuă, este integrabilă (teorema 11.342), deci (obser- 
vaţia. 11.244) 


4) Mm, oa (TIE, tn) = Și VI FIFA az. 
Din egalităţile (1), (3) şi (4) obţinem 
An = e VI FT az, 
ui 


3.8. Exemple 
a) Să se calculeze lungimea gra- 
ficului funcţiei (fig. 111.16) 
fi =, z€[-,1]. 


Datorită simei 
calculăm lungimea graficului restricţiei f, a 


lui fla [0,1]. Avem 
Tan 2009 = 2 VI FT az 


= 2 PV FER az, 


Fig. IL.16 


aplicină exerciţiul 2.2 (7) din capitolul 1, obţinem 
un = a [paz VI TI + îm (20 + vita) |], = 2V/35+ m +5). 
B 


deci 


B) Să'se calculeze lungimea graficului funcţiei 
fa) =(3)- mV/z, zeta 


Avem 
a -[ 1 

=[z-=—], 

=(--) 


deci 


1 


= Vrea 


[E adj tezn 


x) Să se calculeze lungimea astroidei (fig. 111.17) de ecuaţie 
Cd A 
z+y=a, 
Prima bisectoare (y = z) intersectează (în primul cadran) astroida în punctul 


(a > 0), 


ȘI fe 


Datorită simetriei avem egalităţile: 
lungimea arcului (Â2ă) = 3 lungimea arcului (AMB) = E lungimea astroidei, 


deci este suficient să calculăm lungimea graficului funcţiei 
+ BE. 3 
n = (& - 3) 2 a 7a, /] 
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Fig. IML? 


Derivind funcţia f, obținem 


! _ si 2 
pla) = să 20|). (IE 


deci 


prin urmare 


Aşadar, lungimea astroidei este. 


87) = 6a. 
3.9. Ezerciţii. Să se calculeze lungimile graficelor următoarelor funcţii : 


1. fim =mnz, zel/s,V/8l. 


2. fm, 2 ee. |: 
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8 — Eiemehte de analiză matamatică. cl. a XII-a 


3. fl = 2 (ere), zen, 


4. [l2) =V/z, zen, 2]. 


5 a Lt Am, zeH,el 
6. [(z) = In cos z, ze fo, =] 3 
1 2 
7 pe) = m ae 2 e fo. 3]: . 


5. [o =, zeu. 


$ 4. ARIA SUPRAFEŢELOR DE ROTAȚIE 


4.1. Detiniţie. Dacă f:[a, 2] = R, este o funcţie continuă, atunoi 
mulțimea, 


n Sr Sta pn De VEFE= fa), (zeta) 


so numoşte suprafața de rotaţie dotorminată de funcţia 
7 (fig. LIL.18) au suprafaţa obținută prin rotirea graficului funcţiei f în jurul 
axoi Ox. 

Am văzut în paragraful precedent cum se asociază lui *f şi fiecărei divi- 
zimi A = (a — za < zi So: — ra = b) a intervalului [a, 8] o funoţie poligo- 
nnlă fa. Considerăm acum suprafața de rotaţie S(fa) determinată de funcţia fa. 


4.2. Observaţie. Presupunind cunoscut faptul că aria laterală a unui 
trunchi de con de raze ri, ra Şi generatoare g (fig. 111.19) este dată de relaţia 


Tri + rage, 


putem calcula aria laterală a suprafeţei de rotaţie S(f4) determinată de funcția 
poligonală fa. 


Fig. ILA8 Fig. IL.19 
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> Fig, TIL.20 


Într-adevăr, aria laterală a trunchiului de con 7; (fig. 111.20) de raze 
(zi), Azi) și generatoare d(A,., 4;) (distanţa dintre A, și A,) fiind 
z(f(z) + f(z)) - dA, AD, 
rezultă că aria laterală a suprafeţei S(fA) este 


Aa) = 7 3 (aaa) + Pa) VO 0 FI Pa). 


După această observaţie putem defini ce inseamnă că o suprafaţă de rota- 
ţie are arie, precum şi aria laterală a unei astfel de suprafeţe. 


43. Detiniţie. Fie f:(a, b] + R, 0 tuneţie continua. Spunem că 
supratața de rotație S(/) are arie, dacă oricare ar fi girul de 
diviziuni (A,)nen ale intervalului [a, b) astfel încât 


lim JA, 1=0, 


girul tz 

| (Aaa) )nen 
al ariilor laterale ale suprafeţelor de rotație S(/4,) (n EN) este convergent în R. 
În acest caz numărul real pozitiv 


A) 


lim A(fa) 


se numeşte aria latorală a supratoţei de rotaţie S(/). 


4.4. Observaţie. Numărul real pozitiv A(/) este corect definit, adică nu depinde de 
şirul de diviziuni (An)nen considerat. 

într-adevăr, fie (Au)nen şi (Annex două şiruri de diviziuni ale intervalului 
[a,5] astfel încit 


lim || a, ||=o = imi aș. 
neo noa 


5 


Atunci şirul de diviziuni 


(amnen AEE (Ad, Ac Ai Ain Ata A, cu) 


verifică condiţia 
lim NA =0 


deci, suprafaţa de rotaţie S(/) avind arie, rezultă că şirurile 


(4 (fs,))nen» (4(fa))nen» (4 (fa+,))nex 


i fie, 7,4” limitele lor. Din modul cum a fost construit şirul (An ex, 
e (An)nen şi (Annex sint subșiruri ale lui (A„)nen , deci şirurile 


(4 (fa ))nex îi (4 (fa-,))sen 


sint subşiruri ale lui (A (f4„))uex Și prin urmare 
Pali tau, 


sint convergente 
se vede că șiru 


adică , 
tar. 


4.5. Peoremă. Dacă f:[a, b] = R; este o funeţie derivabilă, cu deri- 
vata continuă, atunci 
(a) suprafața de rotaţie determinată de / are arie și 


(6) AD = 2r fi pa) VI az. 
Demonstraţie: Funcţia / fiind continuă pe intervalul inchis şi mărginit [a, 2], verifică 


(vezi, cap. 11, 3.10) condiţia (U), adică pentru orice « > 0 există ne == 0 asttel incit 


4) (W) e a ela, bl cu la — 2" ne Iflat) = fl) | O af)? 


unde Z(f) este lungimea graficului lui T. 
Pie acum 
n = (a zid) men) 


un şir de diviziuni ale intervalului [a,b] astfel încit 
lim_|| An || = 0. Atunei există un ne e N astfel încit 
nea 


N An ll < ne (VW) n >: 


Aplicind teorema creşterilor finite lui f pu fiecare interval [zt_u, 27], obţinem 
un E e (af, a?) cu proprietatea 


2) P(zt) — 1-a) = PE) dt — at), 


Atunci 
Dim oa (VTR, 50) = Și na) IF: aa, 
deci există n: e N astfel incit 
(9) a (VTFTE. E) — je rev aa < S 


oricare ar fi n >. 
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Deşi aria laterală a lui S(fA,) 
Ara) a a iz (ret) + ra) VTR (e 2) 
nu reprezintă suma Riemann 
van (ar VF, E) an 53 pe VITTTE (e — a), 
vom arăta totuși că diferenţa lor în modul este mai mică decțt i 


Fie n > ne AEt max (ni, n;). Atunci 
lata — EP, lat — EP at — fa < 1 Ani < me 
deci, ținind seamă de (1), obţinem 


IP (at) — (E) —— 


axi(f) 
şi 
Ira?) — rela —— = = 
de unde 
(0) IP) ra) —2r (e ari WW) nZne 


Folosind inegalitatea (4), obţinem 
[A (fan) — oa Or, &)|= 


Pa 
= 03, (( (zf) + (at) — 2759) Va (re) (a — at) |< 


Pa 
< „D8, IP (et) + flat) 2700 Va Fr) (at — zi) < 
D932) Var (rr (ED (at — at 


Bi "uf)= = nzne 


Din această inegalitate şi A emplpa (3) rezultă că, pentru orice n > ne, avem 
[4 ram) — 25 e na VTR az] < 
[4 (fa) — ca, (0 VTFTPE, £0)) + 
d 
+ | Sa (207 VTR, £0) — 2m $. RAVE dz | < 


zupy ! (fân) < 


arii a) 


Fei n > ne 
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y deci 
lim oa, (207 VF TE, Et) 
există pa este egală cu 
25 Și nov TF aa. 


Cum aceasta are loc pentru orice şir de 
diviziuni (An)nen ale lui [a, &] de normă 
tinzind la zero, rezultă (definiţia 4.3) că su- 

Fig. IILzi prafața de rotaţie determinată de f are arie 
şi 


A) = 2a fs PV IX TE az. 


4.0. Observaţie. Considerind parabola de ecuaţie 
wi = 2az, (a > 0) 
se observă că panta tangentei la parabolă în origine este infinită (fig, 111.21), adică funcţia 
ă Da) =V 2az,. 2 eo, co) 
mu este derivabilă în 0. Ținind seamă de această observaţie și de faptul că integrala 


i ataz 


a fost definita pentru funcţii g definite pe întregul interval (a; b], rezultă că,tn cazul con- 
siderat, nu se poate vorbi de 


e nava. 


Totuşi, se observă (intuitiv) că această suprafaţă de rotaţie are arie. În observaţia 
cure urmează vom încerca să arătăm că au arie şi suprafeţele de rotaţie determinate de 
funcţii / care nu sint neapărat derivabile la capetele intervalului [a,b], dar pentru care 
funcţia /VIFIPR are limită finită în punctele a și 8. 


17. Observaţie. Să considerăm funcţia f :(a,5]— R, cu proprietăţile: 

(e,) f este deriv cu derivata continuă pe (a,b), 

(ez) funcţia / VI -FIF) are limite finite în punctele a şi d. 
În ucest caz funcţia f VI FF) poate fi prelungită la o funcţie continuă h :[a,b]— R4. 
Într-adevăr, dacă ya (respectiv w,) este ita funcţiei / /1 FR în punctul a (res- 
pectiv b), atunci definim funcţia A :[a, 6] — R, prin egalitatea 


Vas dacă z = a, 
Maze | fa) VI FITE, dacă z e (a,b), 
E dacă 2 = d, 


Funcţia A are următoarele proprietăţi: 
(a) restrioția. lui A la (a, b) coincide cu £ VI ȚIFR; 
(8) Ma Hz) = va = ha); 


(0) lim pe) = = ho) 
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Din (6) şi (x) rezultă că h este continuă în punctele a şi d, iar din ipoteza (c,) şi 
proprietatea (a) rezultă continuitatea lui 4 pe (a,b); deci h este continuă pe întregul 
interval închis (a, 6], prin urmare A este integrabilă pe [a, 8]. 

Observăm că, în cursul demonstraţiei teoremei 4.5, nu s-a utilizat nicăieri nici /'(a) 
şi nici /'(0), ci numai f'(E7), unde £î e (271, 2?) C (a,5) au fost obţinuţi aplicind teo- 
rema creșterilor finite. 

Pe de altă pârte, ţinind seama de proprietatea (a) a lui f, rezultă că pentru aceşti 


Ef, avem 


Sanl25f 1 FIPE, E3) = Canl2rh, £9), 
deci se obține inegalitatea (cu notaţiile din demonstraţia teoremei 4.5) 


A(fan) = an(nh, E) [SE Dn>ne 
Însă 
1 n, E) = 2n (nada 
lim cap(2rh, Ep) = aa N (az)dz, 
deci 


lim, A(f4,,) există = 2 $ n(z)az. 


Aşadar, putem formula următorul rezultat: 


48. Dooromă. Dacă f:[a,5]-+ R, este o funeţie derivabilă, cu 
derivata contintiă pe (a, &) astfel încit tuneţia  |/IF(F'Ș are limite finite în 
punotele a și b, atunci suprafața de rotație determinată de / are arie și 


4An= an ţi nz)az, 
Ă 
unde h este prelungirea (prin continuitate) a lui £ VIP) la intervalul 
imohis [a, 8]. 
4.9. Ezemple. 
«) Să se calculeze aria suprafeţei de rotaţie determinată de tunoţia 
f(z) sin z, z E [0, n), (fig. 111.22). 
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Funcţia z —+ sin z este derivabilă, cu derivata continuă pe toată mulțimea R, deci f 
satisface. condiţiile teoremei 4.5. Datorită simetriei, este suficierit să se calculeze aria 


ia fo a luifla intervalul [o, >]. 


suprafeţei determinate de restri 
Deci 
A) = 240) = an fesin VI easizăz. 
o 
Păcind' schimbarea de variabilă 


ii ta) Eagat eh 2]. 


obţinem 
at) =1, *(3) -0 
şi 
(4) ar) = Bă VIRAT) er(z)az = 


= — mpi Fedu = în furi “du. 
D o 


O primitivă a funcţiei u = VI Fu? este funcţia (vezi caj 


„exemplul 2.2 (7): 
te) Piu a ui Fe + inu + VITA 
Din relaţiile (1), (2) şi formula Leibniz-Newton, obţinem: 


ar =ar[u VIP rm | u+ Vi), aa 


= 20/74 nu +V/2. 
6) Să se calculeze aria suprafeţei de rotaţie determinată de funcţia 
fo) ât Văaz, z E 10, 5] (a >0) ' 
(paraboloid de rotaţie). 


Funcţia z => //2 nefiind derivabilă în origine, nu putem aplica teorema 4.5 (vezi 
observaţia 4.6). Totuşi f este derivabilă, cu derivata continuă pe (0, d], iar funcţia 


DVI PT = Va Viza, (ze 0,2] 


are limită tinită în punctul O 
dim (2) VIII = a, 
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deci funcţia A :[0,b] = Ry definită prin 


i af dacă z=0, 
ia AVI FITI, dacă ze [0,5] 


este continuă pe [0, 8]. , 
Aplicind teorema 4.8, rezultă că suprafaţa de rotaţie determinată de funcţia 


[ia = Vaz, re r0,5] 


are arie 


A) = Ea A nadz = 2n Va fa Ta d 


D TA 


1 EX 
(az aj? (20 + adr = n paz ta? 
3 


= e Va + mă at]: 


7) Să se calculeze aria suprafeţei (fig.111.23) obţinute prin rotirea în 
jurul axei Oz a elipsei de ecuaţie 
m up = 
= (a > >0) 
Deci se cere să se calculeze aria suprafeței de rotaţie determinată de funcţia 
det o a 


Ma VER, zel-a, al. 
a 


Derivind în egalitatea 


Pa) n tei at, 
obţinem 
nora = = iz 
deci 
an aţi, 


= 2 Și VP EP): aa — 


Fig. UIL.28 
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Numărul pozitiv 


se numeşte ezeentricitatea elipsei. 
Funcţia z — Va ez): fiind pară, avem ( cap. II, observaţia 4.16) 


SAE VER aa = te [e Ve CEZ 


Se glie (vezi cap. 1, exemplul 3.5 (2) că o primitivă a funcţiei a = pa Ta 
este funcţia 


A = 


Fila) = [e are sin + va). 


an = ci (| =) as i 


re [ema VE 
| 


= 2nab [area + ra). A 


Deci 


arc sin e + EI i aa 
Ei 


Observăm că dacă b tinde către a, atunci excentricitatea elipsei tinde la zero și 
elipsa devine un cerc de rază a. În acest caz 


Aria sforei de rază a este 4ra?, 
4-10. Ezerciii. Să se găsească ariile suprafeţelor de rotaţie determinate de funcţiile: 
1 fl) = =, ze[0,1). 
20 ete), zeoil. 
3. ft2 = , =]. 
fl2) = cos z, « = [o. =] 


4. [la =, 210,1], 
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SE, : a 
5. f(z) =o+VaZz, ze, E 
6. na = 2 VIZE = [e. = 
7. fa) = rs, ZE, zel0,1). 
8, fa) = Ei 2 e 10, 3a]. 


$ 5. CALCULUL APROXIMATIV AL INTEGRALELOR DEFINITE 


Am văzut în capitolul II (teorema 2.12) că dacă f:(a, 6] + R este o 
funoţie integrabilă, care admite primitive, atunci integrala definită a lui f 
poate fi calculată cu ajutorul formulei lui Leibniz- Newton: 


(ţ fizaz = Po) — Fila), 


unde F este o primitivă a lui f. 

In cazul funcţiilor integrabile care nu au primitive (astfel de funoţii 
există, vezi exemplul 11.2.13), sau al funcţiilor care au primitive, dar acestea 
sint greu de calculat (de exemplu: nu se pot exprima cu ajutorul unor funcţii 
elementare cunoscute), nu putem utiliza formula Leibniz-Newton. În ase- 
menea situaţii trebuie recurs la alte metode. De obicei se foloese metode de 
aproximare a integralei prin anumite sume a(f, A) asociate unor diviziuni 
particulare A ale intervalului [a, b]. 

u 


Atunci cind folosim o anumită metodă de aproximare a integralei $ fad, 
trebuie să cunoaştem, în funcţie de diviziunea aleasă A, cit de mare poate fi 
diferenţa (în valoare absolută) dintre integrala Ș! [(z)dz şi suma a(f, A) aso- 
ciată diviziunii A. e 

Dacă se lucrează cu diviziuni echidistante, adică diviziuni: 

Aa zi <m=d) 
la care distanţa dintre oricare două puncte consecutive este aceeași 
2-a 
n 


Zi — Zu = » ((sic<n), 


"atunci problema de mai sus poate fi reformulată astfel: 
„Dat fiind un e > 0, cît de mare trebuie să fie n pentru ca eroarea care o 


facem, atunci cind luăm a(/, A,) în loc de $ fiz)ăz, să fie mai mică decit 2“ 


6.1. Metodă dreptunghiurilor. Fie f:[a, b]—-R o funcţie integrabilă, 
=(a= a <a So: < za =b) o diviziune echidistantă a intervalului 
[a, 8] şi drept puncte „intermediare“ luăm punctele zi, zy, --:, Za, adică în 
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a=x9 x xi B=xp 


Fig. 11.24 


fiecare interval [zi 24], drept punct „intermediar“ luăm extremitatea din 
dreapta a acestui interval. Atunci 


3 
(0) at, 20 = 3 Pad (zi — zu = ECU) + e + fail. 
2 = 
Intrucit această sumă depinde numai de f şi de n, o vom nota simplu 
prin D,(f). 
n cazul particular, cind feste pozitivă, suma D,(f) reprezintă suma ariilor 


dreptunghiurilor D,, Day --:, Day unde (fig. I11.24) 
Di fas 2) X10, [zl = (az DER za <a <a; 0<y< Lic)A 


Aşadar, cînd f este pozitivă, 
2,(f)= 2) aria (D,). 


Din acest motiv, metoda de aproximare a integralei definite a unei funcţii 
integrabile prin suma D,(f) se numeşte metoda dreptunghiurilor. 


5.2. Estimarea erorii în metoda dreptunghiurilor. 
Dacă /:[a, 5] — R este o funcţie derivabilă, cu derivata continuă, atunci 


[Și raz — 200| < = mp, 
unde 
MP) sup | P(2) |. 
eta, bl 
Demonstraţie. Fie ca mai sus 


An =(a= za: <ma=d), 


> (Win 


zi — zi = 


şi 


Dal) = ZI fa) (ei — a = 
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Notind, ca de obicei, 
mi int (2) |2 e (zi zi), 


Mi sup (/(z) | e lzi-u zl) 

inind seamă că funcţia f este continuă (fiind derival ), rezultă că f este mărginită 
şi îşi atinge marginile pe intervalul închis şi mărginit [zi-u, zi]. Deci există ui, vw e 
e [zi-u, zi] astfel încit 
[1)) mi = ei), Mi = Po). 

Aplicind teorema creşterilor finite lui /, obținem un punct E, cuprins între ui şi 
vi astfel incit 
e) foi) — lui) = PEdtei — ui) 
Avind 


m = [(8) < Mi 
rezultă 


(2) 3 matei = at) < Fete = zi SF Matei — sto) 


adică (vezi cap. 11, propoziţia 3.3 (i)). 


4) sa (DS Pal) S Sa) 
'Ținind seamă de relaţiile (1) — (4) şi de inegalitatea 
lupi aa mi, 
n 
obținem 
(5) Sa, (= sai) = ȘI (ati — m) (zi — zi) = 


tre) — Fed = 3 menu = us 


[4 i 


m ar) = 0 mp). 


IUBI — ui) Ss 


Pe de altă parte (vezi cap. II, relaţia (3) din demonstraţia teoremei 3.7) 
» 
6) sa (0s$ n sa: 
Din (4), (5) şi (6) obţinem 
| $ fe — a) ate 
| Păz — Da (Dj Sa (= san m. 


5.3. Metoda trapezelor. Această metodă constă în aproximarea integralei 
$ fizdz prin suma 


a i 
Ta(f) = TI Iza) + zl - (ai — ze) = ra) + ro + S fa] 
2 î= n = 


2 
cînd zi — zu = Eu —a),(Usis<n). 
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ol a=x9. xp Aj] xi xn=b X 
Fig. UL.25 


Dacă funcţia f este pozitivă (f(z) > 0, (V) z E La, d]), atunci această 
problemă revine la aproximarea ariei mulțimii 
Tp = ((z, pe Bla <zs0,0<y<fl(a)) 
(cuprinse între axa Oz, graficul lui f şi dreptele paralele la Oy, care taie 'axa 
Oz în punctele a şi b rospeotiv) prin suma ariilor trapezelor 7, (fig. 111.25) 


aria 7) = Uz) + zl (zi — zi) = Le (fai +) + Azol. 


Deci, dacă f este pozitivă, atunci 


7400 = aria ro = zero + no + 25 re); 


2n 
5.4. Estimarea crorii în metoda trapezelor 
Dacă / : [a,b] — R este o funeţie de două ori derivabilă, cu derivata a doua 
P* continuă, atunci 
op 
|$endaz — Tan] < st ap, 
unde 
MP") sup | f"(2) |. 
axeta, bi 
Demonstraţie. Pentru orice «,f e[a,b], cu-a< B, definim funcţia g:R.— R prin 
egalitatea 


[) e) = Ze ode = p)- 
Atunci 
e) ala) = ap) = o, 
00 = Tae = (a pl. 
e Lte-p), 
(3) F 
e) = L-a), 
(7) ! rw 
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Aplioina. de două ori formula de intograre prin părți şi ținină seamă de relațiile 
(1) — (4), obţinem: 


Şi noa = e nora = re |. ruso + fe roata = 
= 167 6-2) — na) + T$iroe — at — Bar = 


= ue) + ee + Şero (e — a) (e — Bar, 


de unde 
|$enoa= Zu + nene | 2] rote= ae pa] < 
< Toia „eo arde sf? — ag — mar 
Insă 
ÎI P-ta 
B ; 
- (E) WR Î)4= pu aa = (8 — step et ii 


Boa (Bo) lea 
2 a E i 
deci 


(5) 


Aplicind Pica (5) Es, a = zi-u şi B = , obținem 
Pe Roaz — A fata) -+ Pa (ai — zu | < (e — zi)? . mp) = EP. pupe) 
? 2 gi ZI 12 TI Sia bula 


de unde, folosind proprietatea de aditivitate a integralei, deducem 


= 3 jeaa tea — Fata) + Media = at) | < 


<5] ee emdăz — A Uftata) + Pe) (at — aia) | < 


E 
(rea za 
. 


- Mr”), 


<a: ză mp) = ba 
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5.5. Ezemple. «) Pentru funcţia 
a Mita, ze10, 2] 
se cere să se calculeze sumele Du(f), 7u(f) şi să se determine abaterea dintre 


aceste sume şi integrala 
2 


2 2 Anciă s 
fi rinaz = [ş zăz = E |: = 2 a 266. 
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Am văzut că dacă 


An = (aa < zen =b) şi zi — ii = 


atunci 


Dup = be nea. 


=a 


Tail 2 


FE? 

[no ++ 2S nea: 
îi 

În cazul considerat avem 


a=(o< pete z< :) RI ep dpi 


deci 
se) (0) m] [ee e do 


şi .. 
m term Ag) aer) e 


Abaterile sint 


Duta) 


respectiv 


8) Funcţia 
fi) =e*, z € [0, 1] 


fiind continuă, admite primitive. Totuşi primitivele acestei funoţii nu pot fi 
exprimate prin funcţii elementare, deci nu putem calcula exact valoarea inte- 
gralei 


aa 
) dz. 
o 
În acest caz, aproximarea numerică a acestei integrale devine o necesitate, 
Dacă luăm 
1 2 
=([o<3<Z<aj. 
if ete) 
atunci 


și 
2 e dle 
Tales) = “Lee = ala + .)]: 
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Folosind un calculator, obţinem valori aproximative ale termenilor din suma de 
mai sus 


4 
1,1175191; e$ = 1,5596234; 


2,7182818; 
deci 


9.0725668 _ „ 5120945. 


Ta(e*) = 1.13,7182818 + 5,354285] = 
Dacă se ia diviziunea 


Ei L) 3 
=o = <=> 1 
afet <t<2<1) 


a 
atunci 
=. Su ve 
[ +e+ ls ef + &)). 
Insă 
E 
e? = 1,0644945; = 12840254; = 1,7550547, 
deci 
e**) = 1.[9,7482818 + 82071492] = 11:925431 — 4 4906789. 
Luind acum diviziunea 
Ano (0<0,1<0,2<..<0,9<1), PIE, 
10 10 
avem 
+ er 2(0004P 4 00.2 4. pe e00,9)], 

Însă 

1+ e = 3,7282818, 600,5 — 4,2b40254, 

6001 = 1,0100502, 600,0" — 1,4838294, 

e(0;2 = 1,0408108, (047) = 1,6823162, 

(0:32: — 1,0941743, eto. 1,8964809, 

e00:4 = 1,1735109, e(0:9) — 2,24 7908, 
deci 

1 29,3434494 
Tio (6) — 013,74822818 + 25,6251676) = ——p0 = 1,46747247 


B') Estimarea erorilor. Funcţia pozitivă 
fa) = 201 + 2z0)e*, z €L0, 1] 
fiind crescătoare, va avea maximul în punctul 4, deci 
M(f”) = 6e 
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9 — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


Se ştie (vezi 5.4) ca 


I$: fax — Tan] < ap LE mp) 
deci 
> M 6e 
|Ș, e** dz — Tate) < AU a 123 = d = 045101, 
Mi") 6e 
ja 0 dz — e) |< aur 7 = ga = 0,08493, 


a, Mr) e [3 
$, e dz = Tae) | 20 12710 — 172100 — 200 = 0;01859. 


Aşadar, avem evaluarea A 


d 
145355 = Tua(e”) — 0,01859 Ş, 0” dz < Tuo(e”) + 001359 = 1,48076, 


Observaţie. Caleu numerice do mai sus au fost efectuate cu un calculator de 


buzunar. 
6”) Determinarea numărului minim, n, de puncte de diviziune, astfel înctt: 


SI Li) = 
|n pi az] aa 


Puncţia /'(a) = 20” (0 < 2 1) fiind strict crescătoare, va avea maximul în 
punctul 1, doc 


MU) = 


Se vero, deci, să determinăm n > 1 a încit 


adică, în cazul nostru 
Sa m e 
Ei 1000 


sau 
n > 2.000 0 e 5436. 


Aşadar, pentru a calcula, prin metoda dreptunghiurilor, integrala 
, 
dz, 
= D 


cu 0 eroare mai mică decit Ta este nevoie să se ia cel puțin 5 487 puncte de 


diviziune. 
6”) Determinarea numărului minim n de puncte de diviziune astfel incit, 


|r.n = Ş, eeaz] <a 
Se cere să determinăm n > 1 astiel incit 


ea tie, 
1202 AVS Ea 
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În cazul nostru b — 1, iar M(/”) = 6e. Deci 


se Ei 
Be e 
12n2 1000 
de unde 
n > V/500e = 10/56 == 36,86. 
Aşadar, pentru a calcula, prin metoda trapezelor, integrala 


Ş, dz 


cu o eroare mai mică decit Pa sint suficiente 37 puncte de diviziune 


In exemplele prezentate mai sus se arată că metoda dreptunghiurilor 
apare mai puţin „economică“ decit metoda trapezelor, în sensul că pentru a 
obţine o evaluare dată a integralei, numărul de operaţii necesare în prima 
metodă este mult mai mare decit cel din a doua metodă, 


5.6. Ezerciţii. Să se calculeze suma 


respectiv 


Să 
[ro rr E) E 
pa 


iv metoda trapezelor) de aproximare a integralei 


i roua 


prin metoda dreptunghiurilor (respe 


şi să se evalueze eroarea pentru funcţiile: 
1 fid=2+ 33, zel]; n=ân=8. 
2. fa) =2+1, zel0,2]; n=â;n=6. 


8. 1 = ai ze(0,1]; n=3n= 


se(1,2]; n=3;n= 


$ 6. CENTRE DE GREUTATE 


In cele ce urmează vor fi considerate numai plăci plane atit de subțiri 
încit, din punct de vedere practic, grosimea lor să poată fi neglijată. În aceste 
condiţii vom identifica plăcile plane cu mulţimi din plan. Deoarece în practică 
este nevoie adeseori să se calculeze aria plăcilor plane, vom identifica plăcile 
plane cu mulțimi din BR? care au arie. 
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Nu vom intra în consideraţii fizice privind definiţia masei unui corp, în 
particular a unei plăci plane. Vom spune totuşi că masa este o măsură a canti- 
tăţii de materie dintr-un corp. Cu identificarea de mai sus, masa reprezintă o 
funcţie A — m(A), care asociază fiecărei plăci plane (pe care o identiticăm cu 
o mulţime care are arie) A, un număr real pozitiv m(4), numit masa lui A. 
Această funcţie trebuie să satisfacă, în cadrul mecanicii clasice, următoarele 
condiţii: 

(M.) dacă placa A se descompune în n plăci plane disjuncte A,, As, --- Am 
atunci 


m(A) > mA.) tr mA) + + mA), 
(M,) masa m(A) a unei plăci plane A rămine constantă în timpul mișcării. 
O placă A se numeşte omogenă dacă există o constantă k > O,astfel încît 
m(B) = k- aria(B), 


pentru orice parte B (care are arie) a lui A. 
Dacă D = [a,8] x (e, dJeste o placă dreptunghiulară omogenă (fig. 111.26), 
atunci există o constantă k > O,astiel încît 
m(D) = k aria(D) = k(b — ad — c)- 


Pentru o astfel de placă de masă nenulă, centrul de greutate se defineşte ca 
fiind punctul (7, 7) € BR de coordonate 

ziet = G-+a). 

pt dko). 

Să considerăm acum o placă E formată dintr-un număr finit de plăci 
dreptunghiulare D,, Ds, ..., D, cu laturile paralele cu axele de coordonate şi 
astfel încit fiecare două plăci D,, D; (i + j) au în comun cel mult o latură. 
Aceasta înseamnă că mulţimea din R2 cu care se identifică E este elementară 
(vezi cap. III, definiţia 1.1). Pentru comoditate, astfel de plăci vor fi numite 
elementare. 

Fie E o placă elementară formată din plăcile dreptunghiulare 


Di Das 5 Da 
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de mase 
m(Di), m(Da), «+: m(D,) 
şi ale căror centre de greutate sint respectiv punctele 
(25 Di) (Za Do, ee (2 Dn) 


Atunci centrul de greutate al lui £ va fi, prin definiţie, punctul (7, 7) de coot- 
donate t 


= m(Ddzi Smoz 


= 


E m(E) 


mio 


= m(Dogi 2 m(DOgi 
ae Ca 
mp mu 
Dacă placa E este omogenă, atunci există o constantă k > 0, astfel incit 
3 m(B) = k aria(B), 
oricare ar fi partea E (care are arie) a lui E; în particular, 
m(D) = k aria(D),  (Vi=1, dn 


Deci putem exprima coordonatele centrului de greutate numai în funcţie de 
ariile şi centrele de greutate ale dreptunghiurilor D; 


n 
aria (Di)z aria (D0gi 
BI pe pp 


> [P5) Da sria (0) 


Fie f,g : [a,d] — R două funcţii continue astfel încit f(z) < g(2), 
(W z Ea, 8]. Să considerăm mulţimea 


(z pEeRla<z<b; fa) <y <a)! 
cuprinsă între graficele funcţiilor f, g şi dreptele paralele la Oy care taie axa 
Oz în punctele a şi b respectiv. 

În cele ce urmează vom defini centrele de greutate ale plăcilor plane care 
se identifică cu mulţimi din plan de forma Ty,g 

Fie deci 


A=(a= ae <a <<... <za=d) 
o diviziune a intervalului (a, 2], E; mijlocul intervalului (zi, zi] 


Ba = mt za), (sis) 
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SI 


Ol azxo x xi 4, x Xn-1 xn=b x 
Fig. M1.28 
şi dreptunghiul (fig. 111.28) 
De = zu zl x 1f8), e(EDI 
a cărui arie este 
aria(Di) = (zi — zi)  (a(50) — [(8)). 
Dacă norma diviziunii A cate suficient de mică, atunci mulţimea 
Ti = (az PER zu s z s zi f(z) sy <a) 


(delimitată de graficele lui f, g şi de dreptele paralele la Oy care taie axa Oz în 
punctele zi + și zu, respectiv) se aproximează cu dreptunghiul Du, deci centrul 
de greutate al lui T, se aproximează cu centrul de greutate al lui D,; prin 
urmare centrul de greutate al lui 


Tre = UT 
bd 
se aproximează cu centrul de greutate al mulțimii elementare 
Ea EU) De 
bd 
Coordonatele centrului de greutate al lui D, fiind 
2 = Bu D= Tla(60 + AEO, 


rezultă că centrul de greutate al lui FA va avea coordonatele: 


5 aria (Dzi Z Eat) — 10601: (ai — zi-a) 
Zas-Et pg — 


a Srl (2) PaLi) — EDI- (zi — aia) 
2 = 


paria (poz Eau) — PEOI - (zi — at) 
pa= E E = i 


n 


ara (po atatea — POE (i — aa) 
a & 
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Aceste consideraţii conduc la următoarea: 


6.1. Definiţie. Dacă Aeste o placă plană care se identitică cu o 
mulțime de forma Typ, unde f,g :[a,5]->R sînt funcţii continue, atunei 
centrul de greutate al lui A este, prin definiție, punetul (ZA, A) € RE 
ale cărui coordonate sînt : 

N i 
a) tele) — noua Ș! tate) — Mae 


A ă = se 
aria (rea) 


a 
Și tata) — rea 


1 Piete) — Plenaz 1 Pta) — Paz 


aer 2 


ZA 


aria (To) 


(etate) — nenaz 
i 


Dacă f(3) =0 şi g(3) 20 (V) zEla, 8], atunci 


» , 
(e aaoie „feo 
PAS aa 04 2 aria 


6.2. Faemple. a) Fio a >0 şi o placă plană omogenă de forma 
A= (e peRiloszsa; gi s az) 
(porţiunea din plan cuprinsă între parabola de ecuaţie 
pi = az 

şi dreapta paralelă la Oy care taie axa Oz în punctul a; fig. 111.29). 

Pentru a calcula centrul de greutate al lui A considerăm funcţiile 
f, g :[0, a] = Rydefinite prin 

Na) — Vaz, ata) Vaz: 
Atunci coordonatele centrului de greutate al lui A sint 


a 
ţ z? de 
o 


SA Și as — (- Vaze 4 aaa și 
i re a Bu "nau via, 


- 
Si 
a e 
3 o 
eta — (ovala 
ai ti ars CEE L) ==0, 
2$eaz ae fivaz as 
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Fig. DL Fig. IIL.80 


Deci centrul de greutate se află pe axa Oz, care este şi axă de simetrie a mul- 
imii A. 
4 B) Să se determine centrul de greutate al unei plăci plane omogene de 
forma 
A= (tz, ppEeR|0szs1; zs<ysaz), 
unde a > 4 (fig. 111.30). 
Luind f, g :[0, 1] — R detinite prin 


Maia, eta) "az, 


rezultă 
aria (4) = (£ tal) = fenaa = Ş, (az — z2dz = (+ = = =) |, = 
242 
2 3 
deci E, 
4 
DE e salturi fute = ne aaa e E 2] = 


G(âa — 3) __âa—3 
(3a—2)-12  2(3a—2)" 


20 (0222 — atjăz 


Apă aria (4) 
alt 1[e A) 350 — 3) _ 58 
(3a — 2) 2 =) 45(3a—2) s5(3a—2) 


În cazul particular cind a=1 (fig. 111.31), 
centrul de greutate va fi situat în punctul i 3). 


X) Să se determine centrul de greutate ăl 
unei plăci plane omogene de forma unui triunghi. 
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Pentru simplitate vom considera cazul 
unei plăci triunghiulare în care două din 
vinturi & și C sint situate pe axa Oz, iar 
al treilea A este situat pe axa Oy 
(fig. 111.32). 

AO), 28.0). Ele 


dar, vom av 


Vom presupune, de asemeni 


Heuaţia dreptei ee treci 


Fie. IL.82 


iar vcuaţia dreptei ce trece prind şi va fi 


y=— i-a 


Notăm cu g:[be] = R funcţia definită prin 


a = (e — 0), dacă zel), 


atu) 


—"“ (n — 0 daca «elo,r] 


şi cu filbel= R ftuneţia identic nulă. Mulţ 
ABC şi deci aria sa va fi ogulă cu 


a Tg va i interiorul triunghiului 


L aţa —8), 


Abscisa centrului de greutate al mulţimii Vp va fi 


a 
Avem 
$, aalajie = $, zala)da + Și agla)dz = — = $, fa — dus = E $, az = cjdz = 
o (8 peste 
(ce — 02) 
şi deci 
i (pia) 


i ru va fi 


laăr 


Avem 


Şi etlzaz= $, stlzaz + Ș tza = = $3 (2 — az+ E ; (e— caz = 
= ES pi tao Late) 
şi deci 
a 
6. a 
m-a ci 


” Aşadar, centrul de greutate. va fi punctul de coordonate 


( 


veoa ce reprezintă punctul de intersecţie al medianelor triunghiului ABC. 


Lore, *). 


6.8. Fzereiţii. Să se găsească centrele de greutate ale următoarelor plăci plane 
omogene: 


14 =teplosys VIE, casti). 
2 A = ta plosysVI ZE, orz). 
3. A = plosyseVTZB, —szst. 
4 A = Ur ploSysin 7, 0SrzS). 

BA baz) 2GyS a, 04). 


$ 7. LUCRU MECANIC 


Considerăm o particulă P care se mişcă pe un interval J C R sub acţiunea 
unei forţe Fi de direcţie Oz. Forţa F avind în fiecare punct ? E J o valoare 
FU) care acţionează în direcţia axei Oz, vom identifica F(t) cu un număr real; 
acest număr va fi considerat pozitiv dacă forţa F (t) acționează de la stinga la 
“Ireapta și negativ dacă acţionează de la dreapta la stinga. În această situaţie, 
forţa F poate fi considerată ca o funcţie FF: JR: 

În cazul cind forţa F este constantă 


PU) = Fo (WWreJ, 
lucrul mecanic efectuat de forța /P pentru a deplasa particula P din punctul 
a«€J în punctul E J, este, prin definiţie, numărul real 
Las) o (b— a). 


Dacă forţa / nu este constantă, atunci un raţionament similar cu cel 
folosit în definiţia integralei va cunduee la definiţia lucrului mecanic în cazul 
ueneral. 
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Fie a, bEJ, u<b şi A=(a= apa <- <z —b) o diviziune a 
intervalului [a, b]. Particula P, mişeindu-se de la a la b trece prin punctele 
Za deci, conform a ceea ce se adinite în fizică, 

Lan (PF) = Laos (PF) + Laza (PF) + ee Fr Lou (P). 

Dacă || A || (norma diviziunii A) este suficient de mică, atunci forţa Fi 

se aproximează, pe fiecare interval [z;_,, 24], prin forţa (constantă pe [zi 24) 
PUD FED), 0) zE za 2), 
unde £; E [zi z;] este un punct fixat. Deci, lucrul mecanic efectuat de 


Zu Za 


forţa E pentru a deplasa particula P din punctul z, , în punctul z, se aproxi- 


mează prin A 
FED — zu): 


Aşadar, lucrul mecanic efectuat de forța F pentru a deplasa particula P 
de la q la b se aproximează cu 


PU Za — zi) 
Aceste consideraţii sugerează următoarea 


71. Dotiniţie. Pio J un interval CR, F:J = Ro forţă care esto 
considorată en o tunetie, continuă și P o particulă care se mişcă în intervalul 
7 sub acțiunea forței 4. Atunci lucrul mecanic efectuat de forța 7 pentru 
deplasarea particulei P din punctul a E J în punetul b E J este, prin definiţie, 


numărul real 


Lao E) E! ţ. F(oăz. 


7.2. Exemple. a) Fie Pg, P două particule de mase mg, respectiv m, situate 

pe axa Oz în punctele zg, respectiv z. k 
Considerăm particula Pe fixă şi situată la stinga faţă de particula P (fig. 111.33). 
Atunci, conform legii atracției universale, forţa care acţionează asupra lui P 
(de la dreapta spre stinga) este 

FAC) e PA 

Tal d ee 
unde k este o constantă. În acest caz, lucrul mecanic efectuat de forţa F 
pentru deplasarea particulei P dintr-un punct zi( > 23) în alt punct za( > 2) 


este 
Lat Pe — mms Şes = kmmo$"(- = az bi 
n, (2 = a) A pr 
= kmmg—— | = kmma|. 1 1 ] ay Ea ea 
2 hu Zu (e zl 20) 
Po i A 
E e e DRE, 
EX E 
Fig. IL. 
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6) Se ştie (din consideraţii expe- 
rimentale) că forţa necesară pentru a 
întinde un resort de lungime dată 7, 
pină la lungimea + z (fig. 111.34) 
este proporţională cu lungimea z, adică 

F(z) = ka 
(constanta k > 0 depinde de resort). 
Deci, lucrul mecanic necesar 
pentru a întinde resortul pină la hun- 
gimea + ze (za >0) este 


200 far = ret, 


Constanta & poate fi determinată din relaţia F(z) = k z, dacă se cunosc 
unele date suplimentare despre resortul considerat. Astfel, dacă se știe că 
pentru a întinde resortul cu 1 cm este nevoie de o forţă de 5N, atunci 

pa 5, 
100 


deci 


Aşadar, în cazul considerat 


590 23 = 250 23 în Jouli. 


Lo = 


7.8. Exerciţii 

1. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru intinderea unui resort elastic cu 2 m, 
Wliind că pentru a-l intinde cu 1 m este necesară o forţă de 100 N. 

2. Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru întinderea unui resort elastic cu 5 em, 
ştiind că pentru a-l intinde cu 1 m este necesară o forță de 10 N. 

3. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru a ridica un corp cu masa de 5 kg la înăl- 
ţimea de 100: m. 

4. O picătură de apă avind masa iniţială M cade sub acţiunea greutăţii sale şi se evaporă 
uniform, pierzind prin aceasta în fiecare secundă o masă m. Să se găsească lucrul 
mecanic efectuat de forţa de greutate a picăturii, din momentul începerii căderii 
sale pînă în momentul evaporării totale. Se va neglija rezistența aerului. 


ANEXĂ 


În această anexă sint date unele definiţii şi rezultate care sint folosite în acest manual. 
"Toate acestea şi-ar găsi mai bine locul în manualul de Elemente de analiză matema- 


tică de clasa a XI-a, cu atit mai mult cu cit unele noţiuni au fost deja utilizate în clasa 
a XI-a. 


A. Definiţie. Fie ECR, Exf-g. Un număr real a se numește minorant al mul- 
Vimii E dacă 
WWzeE=asz. 
Un numâr real 6 se numeşte majorant al mulțimii E dacă 
WWzeE=zsB. 3 


O mulțime ECR, E: se zice minorată (respectiv majorată) dacă există mino- 
ranţi (respectiv majoranţi) ai lui E. Dacă E este minorată şi majorată, atunci £ se 
numeşte mărginită. 


Aa. Observaţie. Un minorant (respectiv majorant) al unei mulţimi E nu aparține 
neapărat mulţimii E. 


As. Ezemple: (1) Dacă E = [0, 1), atunci: 
— orice număr real a S 0 este un minorant al mulțimii E, în particular 0 este minorant 
al mulţimii £; 


— orice număr râal f > 1 este un majorant al muli E; 
— nici un majorant al mulţimii lui E nu aparţine lui £. 
(2) Mulțimea (—o0, 0] nu are minoranţi. 
(3) Mulțimea N a numerelor naturale nu are tnajoranţi. 


Aa. Definiţie. Fie ECR, E4+g. Un număr real a se numește cel mai mie element 
al lui E dacă 

1) a este minorant al lui E, 

2)aeE. 

Un număr real f se numeşte cel mai mare element al lui E dacă 

îi) B este majorant al lui £ 

ii) BeE£. 

As. Observaţie. (a) Dacă a este cel mai, mic element al lui £, atunci a este unicul 
element cu această proprietate. 

Într-adevăr, dacă a este un alt număr cu proprietăţile: 

1) a este minorant al lui £, 

2) ae, 
atunci din 1) şi 2) rezultă 


«<a, 
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iar din 17) şi 2) rezultă 
«Sa, 

deci 

(b) În mod analog se arată unicitatea celui mai mare element (dacă există) al 
unei mulțimi. 

(e) În exemplul (1) din (As), am văzut că: 

— mulţimea minoranţilor lui [0, 1] este intervalul (— oo, 0], 

— mulțimea majoranţilor lui [0, 1) este intervalul [1, cc), 


deci 
0 = cel mai mare element al mulţimii (— co, 0] 

şi 
1 = cel mai mic element al mulțimii [1, ce), 

«cu alte cuvinte , 
0 = cel mai mare minorant al lui [0, 4) 

şi 


1 = cel mai mic majorant al lui (0,1). 
Aceste observaţii sugerează următoarea 
» Aa: Definiţie. Fie ECR, mulțime nevidă minorată. Un număr real m se numeşte 
marginea inferioară a lui E dacă m este cel mai mare minorant al lui E, adică: 

1) m este minorant al lui E 


şi . 
2) m este cel mai mare element al mulțimii minoranţilor lui £. 
Fie E CR o mulţime nevidă majorată. Un numâr real M se numește marginea 
superioară a lui E dacă 
M este cel mai mic majorant al hi 
i) M este un majorant al lui £, 
îi) M este cel mai mic element al mulţimii majoranţilor lui E. 
Marginea inferioară (respectiv superioară) a unei mulţimi E se notează inf E 
(respectiv sup £). 
Am Observaţie. Marginea inferioară (respectiv superioară), a unei mulțimi, atunci 
cind există, este unică. Aceasta rezultă din definiţia (A4) şi observaţia (A,). 
Admitem, fără demonstraţie, următorul rezultat: 


E, adică 


An. Orice parte nevidă minorată (respectio majorată) a lui Rare margine inferioară 
(respentie superioară). 


ferioară (respectiv superioară) a mulţimii [O, 1) este 


Am Ezemple. (1) Marginea 
numărul real 0 (respectiv 1). 
(2) Marginea interioară a mulţimii 
1 1 


1424 
(iba +a 


(2) Marginea inferioară (respectiv superioară) a mulţimii 
i E = (ate? loc za) 
este:0 (respectiv aten?). 
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Ano: Definiţie. O mulțime A din plan se numeşte mărginită dacă există un 
dreptunghi care să o conţină, adică dacă există două puncte 


la ae şi bb) E, 
asttel încit 
. aszrsh 
(Wwizape4= şi 
a Sy Sb 


În mod analog se definesc mulțimile mărginite în spaţiu. 


Asa: Propoziţie. Pie ACR, Asa o mulțime minorată (respectio majorată) și fie 


m = int A (respectiv M = sup A). 
Atunci există un șir (anhnen CA (respectiv (bn)neN CA) astfel inctt 


an (respectiv M = lim bi). 


n 


Demonstraţie 
Dacă M = sup A, atunci 


(W n31, M— A <M = cel mai mie majorant al lui A, 
n 
deci 


M — A nu este majorant al lui A, 
m 


ceea ce inseamnă că există bu e A astfel încit 


M— Lb SM, 
i 


de unde rezultă că 
lim bu există = M. 


În mod analog se arată existența unui şir (an) CA care converge la m. 
În propoziţia care urmează sînt demonstrate două proprietăţi ale funcţiilor continue. 


Asa: Propoziţie. Fie I un interval C Rși [: 1 — R o funcţie continuă îir-un punct 
ae 1. Atunci 


(a) pentru orice e > 0 ezistă 3, > 0 astfel înctt 
(Wzeteulz—al< 3 = fa) — flo) | < e; 
(8) dacă t(a) > 0, există un intereal deschis 3 3 a, asifel tnctt 
Wzernr=f>0. 


Demonstraţie («). Presupunem, prin absurd, că (a) nu are loc. Aceasta înseamnă 
că există e > 0 astiel înctt pentru orice & > 0 există zş e 7 cu proprietăţile: 


Iza —a|< 3 
şi 
Iftze) — fa) 12 se 
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în particular, pentru 3=— AL există z, e 7 cu proprietăţile: 


= 
u) lin —a|< d 

m 
şi 
(2) | fim) — fla) | > so. 


Din (1) rezultă că 


lim za =a, 


iar din (2) se vede că şirul (f(zn))neN nu converge la f(a). 


Contradicţie cu continuitatea lui f în a. 
(6). Presupunem că f(a) > 0, atunci există «, astfel încit O < e, < f(a), deci 


(3) fa) — e > 0. 
Funcţia f fiind continuă în a, are proprietatea (a), deci pentru e, > 0 de mai sus există 
3, >0 astfel înctt 
(Wze Leu lz—a|< > fa) — fa) <a. 
Această proprietate mai poate fi scrisă și astfel 
(Wze7N(a— â,a+ 3.) = fa) a < fila) < flo) +a. 
Punind J = (a— 3, a+ 3.) şi ţinind seamă de (3), avem 
Wzerny=f(d >) —a.>0. 

Aa: Observaţii. (i) Orice funcţie care are proprietatea (a) este continuă în a. Deci 
funcţie / este continuă în punctul a dacă şi numai dacă are proprietatea (a) din pro- 
poziţia Au. 

(ii) Proprietatea (8) din propoziţia uz s-a folosit la demonstrarea consecinţei 4.7 


din capitolul II, care afirmă că dacă f este o funcţie continuă, pozitivă şi neidentic nulă, 
atunci 


Că 
[) [iz)az > o. 


Asa. Definiţie. Fie (zm)neN un şir de numere reale. Pentru orice şir crescător 
de numere naturale 


< na < nu Se 


no < m < na< 
şirul de numere reale 
demos nas. Sup cca mp Mina aice 
notat prin (zJ)nen, se numeşte subșir al şirului (zn)neN. 


As. Observaţie. Dacă. (zn)nen este un şir convergent de numere reale, atunci 
orice subşir al său (zn,)en este convergent şi 


a ame 


1 Prater e: 2.2 + mz+ e; BE moare; 4. —a cos z+ 
+ d sin z+e; 6. are sin 22 + e; 6. arc sinZ e; 7. —2 ctg 2+ tpz+e; 


8..—2ctg 2 + e; 9. arctg 2 e;:10. 1 arctg ze; 0. ee +e; 
2 2 2 In 2 


1-2 3 Amz=t f - = : 2 za 
2 iei 15-A aa e; 14. 2/2 + sYz+e; 3 aa + 


1. Dacă f ar avea primitive, atunci şi funcţia 
ai Pa) + = 
ar avea primitive. Contradicţie cu exemplul 1.10 (b). 
2. Se observă că f(R) = (—1, 0,1) adică /(R) nu este interval. Deci (observaţia 
1.4(d)) f nu admite primitive 
8. O primitivă a lui f|(—c0, 0) (respectiv f| (0, co) este funcţia 


fila) = = ie (resp. fala) = a sin + «). 
z 
Deci o primitivă a lui f, dacă ar exista, ar fi de forma 


+ e, dacă z<0 


Fila) = ș, 
zsin—, dacă z>0. 
E 
Cum funcţia 
ă =, dacă z< 0 
Fa Flo _] 2, 
==o 


sin Î, dacă z>0 
z 


nu are limită în zero, rezultă că F nu este derivabilă în zero. Deci F nu poate fi o primitivă 
pe R. 
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10 — Eiemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


4. Considerind funcţia H(z) = z*sin ÎL, (V)zf0, se observă îi JI ltzio) 
z 


(resp. H Ito, a) este o primitivă a lui f|(aa:e) (resp. flo, )). Dacă ar exista o pri 
tivă P:R=R a lui f, atunci 

Fc) =H catea 
şi 

Ploae) = H | d 
P este continuă (fiind derivabilă) pe R, deci 


tea 


FO) = lim P(z) = a 
=30 
sa a 
= lim Pl), = ca 


30 
x>0 


Atunci 


(o) = ina Hei = Ro = uim, te P(0) = im - 


in A d 
= lim a sin — = 0x47 = f00) 


deci P nu poate fi primitiva a lui f. 
5. Imaginea intervalului (//3, y/5) prin funcţia f nu este un interval, deoarece 


a a 
PV 3) = 32 859 V/3) 

nr 
sf) Wzev/svs) 
Deci (observaţia 1.4(d)) f nu admite primitive. 
(715,717) prin funcţia f nu este un interval, 


6. Analog cu 5), imaginea intervalul 
deci f nu admite primitive, 


7. Notind ontinue 


G o primitiva a funcţi 
a sin, dacă 2340 

ala) = = 
0, dacă z=0 


0 sin + 2G(z), dacă z3f0, 
Hi) = zi 
2610) dacă = 0 


se observă că H jo, op (resp. 1 jco, as) este o primitivă a ui 7 [oa (re8p. Fo, co)). 


Dacă F ar fi o primitiva a lui f, atu 
Plioao = H lao ta si Flo, e) = Hoo, ay tea 


F fiind derivabilă, este continuă, devi 
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F(0) = lim P(z) = e. ++ 2 60) 
=<o 
= lim P(z) = es + 26 
so 


=e+2G 


prin urmare Par fi-de forma 


—a0 sin Î-+ 2G(z) + e, dacă zak0, 
z 


Fl) = 
2G(0) + e, dacă z=0 
şi ă 
Fr | 
— sin Î + 2G(z) + e — 2G(0) — e 
(0) lim Fe) = FLO) z 3% 
0 z o z—o0 
— — lim z sin Î + 2 lim GI2 0). — 2a"(0) = 240) = 0 
Ei = Ea] o 
însă f(0) = E deci F(0) = [(0), adică F nu este primitiva a lui f. 
8. Se raționează ca în exerciţiul precedent lună 
z cos „dacă za 0 
aa) = - 
[ „dacă 2 = 0 
şi 
1 
zicos — —2G(2),  , dacăzap0 
Hz) = + 


—2G(0) „ dacă 2 
9. Cum lim [(2) = 1, rezultă că pentru orice p < e = 1 există o vecinătate Ve lui 
est 


„zero astfel încât 
<< fila <1 We reno, o) 
Ve fiind vecinătate a lui 0, există a e R astfel încit (0, a) E VA (0, 60). Atunci 
Fo) =0<ce<fla) şi fiz) >e (vreo, a). 


Aşadar, imaginea intervalului (0, a) prin f nu este un interval. 
Deci f nu admite primitive. 


10. Se rezolvă un mod analog cu 9), utilizind faptul că 


lim AE2 
= 2 


stii 


1. 12. 11 


1. f este continuă; 2. f este continuă; 8. Fie G o primitivă a funcţiei continue 
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a cos Î — 2G(2), 230, 
rea EI anii strila lle ia 


— 2600), z=0 


este o primitivă continuă a funcţiei date; 4. Analog cu exerciţiul 3; 6, 6, 7, f este 
continuă. 


1. 12.1V 

1. Dacă F (resp. G) este o primitivă a lui flta, ex (resp. flte,t]) astfel încil (e) = 
= G(e), atunci funcţia 

PER -| Piz), dacă zefa,c] 

îl), dacă ze[e,b] 

este o primitivă a lui f pe [a,b]. 

Funcţia = f, — fu are propriclat 

e(2) = 0 (Wz eta, 8], adică fi = fa 


3. Notind cu N, = (ze R|/(2) = +1), rezultă A,UA 
A E O şi A.=f O, atunci / nu ar avea proprietatea lu 
primitive. Aşadar, 


sau Ay = O san A. 


[) 


Darboux și gl) = 0 (v)zela bINA. De 


R şi A NA.=0. Dacă 
Darboux, deci f nu ar admite 


D, 
adică 
sau f=—tsau [= +. 


4. Dacă f(0) = 0, atunci în baza exerciţiului 4.12. III(3) rezultă că / admite primitive, 
Raciproc, dacă (0) =£ 0, atunci, analog cu exercițiul 1.12. I1(8), se arată că în acest 
caz f nu admite primitive. 


5. Se observă că f se poate serie sub forma f = g + h, unde 


sin, dacă = e[—1,0)U(0,1)) 
DEI N: 


0, daca z=0 


| —1, dacă re[-—1,0) 
h(z) = 0, dacă z=0 
1 dacă 7 e to] 


Dacă f ar admite prumnitive, cum g admite primitive (exerciţiul 1.12.111(3)), ar rezulta că 
funcţia h (care nu are proprietatea lui Darboux) ar admite primitive. Contradicţie. 


6. Dacă ar exista o primitivă F a lui 7, atunci aceasta ar fi de forma 


2 — a sin 2 + Gia), dacă ze(—1, 11N (0) 
ia Ea E 
Go), dacă 2 =0 
unde G este o primitivă a funcţiei continue 
a sin 2, aacăzer-, N to) 
ata) = Ei 
Î 


dacă z= 
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însă 
ST BE! 
Flo) = 3. 10), 


deci f nu admite primitive. 
” Se observă că funcţia considerată, /, este pătratul funcţiei din exerciţiul 1.42.111(4). 
7. Fie g:R-R funcţia definită prin 
| sin, dacă zf0 
ala) = Li 
0, dacă z=0 


A a. o piele pă a sa (există conform exerciţiului 4:12.111(3)). Se observă că funcţia 
:la, îl R, definită prin - 


na) = (e — az — d) 
se anulează, iar a și d, este derivabilă pe [a, 2] şi derivata sa este diferită în punctele 
a şi b. Funcţia G-A este derivabilă, iar derivata sa 
aie la op) ating e RD n a (i, (3), 
(G- n)r(z) = alhlz)'(a) = (= az 0) 
o dacă 2 = a su z=b 
satisface condi 


din enunţ. 
8. Se consideră funcţia G din exemplul precedent şi funcţia h :[a, 6] R definită prin 
h(z) = (2 — as)(e — as) ... (2 — an). 

Atunci funcţia (G* A)! satisface condiţiile din enunţ. 

9. Funcţia 
ae (2) = Fi) — ME) 

este derivabilă, iar derivata sa 

a =F'—[=1— A 


este striot negativă (respectiv strict pozitivă) la stinga (respectiv la dreapta lui E) Prin 
urmare, funcţia ge este strict descrescătoare la stinga lui E și strict crescătoare la dreapta, 


deci gg nu este injectivă pe [a, 5], adică există z, e [a, £) și z, e (£,5] asttel incit 


nelu) = aula) 
de unde rezultă că 
Pa) = Pta) — pg, 


za — 2 


1. 2(n2—1)+s; 2 inz—1)+e; 8. zintz—2nz+2)+e; 


2 sa z ae 
=: ae E (out) lac = e, a; 
4 Slnz=)+e;5 ve: e. Eagle +1) în 1 + af 
a + ea = —4; 2 a(innz — nina + ... + (—1)nin(n — 4)... 2inz + (—1nnl]+ e; 
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8. E (sin — a inz + 1)+ eșa tiliama— 3a j Innta 

sa lente — 4 nz++ei =] ni niz +... 

ina ln —4) 2 ia Dă ni _a Iantiz Eat, 
+a feros aia (4) în =|+ Ca —; he, a-i; 


10. ex(z—1)+ e; ne EA + e; e eri de DD 


18. iba — Pi pe DIR maci a 4 oana ala — 1) 2 2 + (= =] +'e; 
a Pi E; E: a 


14. —acosz + 2zsinz + 2cosz + €; 15. (— 2+2+1) See d etala etică 


16. In = — A ancos ax + ni sin z— A — 2 pi aa. Ei (sin  — cos) + e; 


18% (sin 27 — 200822) + e: ZE fin e — Been n) e:30, 0. 
(a cos Bz + Bsin Bz) + €; 21. = in = — cos) + cos ze; 


tai 
29. — etcos z+e; e II eta 24. — cos 0 E 2 sin z— 


22 


— 3 sine + e; 024 + gusin se + ei 20. EV 


2 (et VB=D ei VEŢI pl n e +VEFI) ve; 
s 


28. AVE + aVEŢi — pie VAF re (i + i — 


3 
Luat e; 50. VEI (et A 62) — an (+ VEI) i e: 


3 A 
mt at rata = pt La a) 


2-2 233 ze + MM arosin E + e. 


2 Dita rile reg Ia 
sa. VI + 2 arcain E + e; sa. 2/3 


1.210 (2+a+3)+e; 2. în (20 4 3at+5)+e;8, — aretg (cos 2) + e; 


— In leon 3) + e6--7 in (Leine + e; 6. în (liga) + C; 7, — 000 +D j e; 
2 + sin z, 


a 
8. a +e; 9. La, + e; 10. — See 4 eu. seste coste , e; 12, — cosz + 


24 e;18, în sin (E „re: 14. A e; 16. — în (cos) + sate 


+e; 16.în(t+tgz)+ e; 13. 2. aresin zVz+e; 18, E arctg a? + e; 


19. = arcte 2 + e; 20. A aresin a? + e; 21. arcsine + C; 22. Int +ina)+e; 
aa, — 6osiina) ei; aa. —'areata(eob?o) + e; 38. aratglin a) ei 20. 22 Va Fi + 
2 
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+A in(z+ VIP) + e; 2, 222 Pa m (e + 


ati pară ee mn 20 VZEETI 2 (a Ei 
22 — 


4 


+VErzFI)+e; 2. VIS az a +2 aresin EI + e; 


30. 2 VI 7 aresin ZE 4 e; a. — et i aezteaj Et 


++ VEI FI mei VEI az 72)+ 


5 
se. ale — (2 grea 22 va n in(z +V2) +e; 
aro sin z z 
a Eu e 
e LA EV rzs- BE 
VRISI + a 
5. VETI rai, 
2 Vaărari+ae+i 
4.6. 


8,1 pp VIrVi sin, e, aL ag VF pia re 
apa Va VI Faina 


si — Vă VIE) e e, E 0 ha 


4 VIE ri+a 
VAXz Ti +z- +e. 
dșeatita+i 


2 


+ îm VIFaă +e; 8. In 


reiau 30 arie aa 0 a 


ap balet + să arctg Fi asi 

z+ 2 5 E Ep 1 ag ia să. 

AS Ia Cp Sr 2 
4 a—20 8 2z—1 Și 2 432 =, Ma 
E ea apa E pa e pla 0 alai ap 
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+; BL insine) Line + 2) + e. 


+ 18 — 2) — a — == 


9. Linz Lin(z+1)+ in(z+2)—Ainţz+a)te; 
6 2 2 6 


10. 2 VE in Vizir VE 1 arete Ze — + e; 


1 1 e 2z—4 Si 
ii arzi Midea hc cite ae lua arctg Vă + e; 


1 a —Vlz +1 1 
EVA dee Pa arote (aaa) barete (Vai) |-ei 
2/30 aa 3/3 5 |ea) VL 3e aretg Vaz) 
18. 2 — 2inţz? +râz+5)+ e; 14. — 1 inte + pri ina? + 3) + 
“a Ei 
+ ME arte ate 16. lasa rata re: 
5.10, 


1 în (24 1+VEFETD + 


z+2+V/=E 


+ e; 8.2 în (VEFIZȚI —2)— 


2. — 3 arotg LIFE 
1 


In (VEI — 210) — PER 
4. 2In(z + i ag In(2z—1 + 2VFIZIF) — 


+e:; 


6. 
An [ixa___1 2 +VIT DA Pee) 
da Viza Ta a VI a aa LE 
8. 2 — 2in(1 + 2 VIFEFa) i 2 —— 4 în 


2 1+22+2V/irzra 
32 + 20 
12 


2 —2 4 e;10.—VIFFIZFI — 


3 


- . 
+2 m za VI FI Fr e; 9. Em Lasa e 


PE le VIPER + 22 aresin 


— camasi V/ 
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5.1011, 


te £ stg 
1. Sa e; E că ; sup a Dea e; 
fi Vz wz d 2 
i inte — n is 3) — (sere: E. ti pes 
i i +a 


ERE d pe ca m) A in (sin + cos) + e; 7. In (tgtz+-2) + 


ra acte Ea +e. 8. — ze z+ n +; 
5 r 1 r . 
aa aaa (3 aia] ta cae =); 

n + ag i + 2a 


10. 2 arc tg —— a — te. 
Za 


CAPITOLUL II 


1.4. 


N noi nai 22XE i; nas = eee — 4); nai 


1.u. 
i Re IE INI 
1) AUA = [1 dee ge pe pet 
ta) ( ta 3 2 | 
(2) A'U A” = (0,1,2,e,3,4,5,6,7,e%,8,9,10) 
b) 1) dacă Ac A“, atunci p divide g, 2) dacă p divide g, atunci AC A”. 
p divide pg= A'cCA 
punct | 


Conform primul ! =AWUuAca. 


q divide pg A cA 


2.283.1. 
1 catf8)= Zi Sof 8)= Zar int+l2); 
Be cati E= 2: 4 cat, 8 = 150; 6. ca, 6) = 1089. 
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2.2311 


1. ffiind integrabilă, pentru orice şir de diviziuni cu || An || —>0 şi orice alegere a punc- 

telor intermediare E7, şirul sumelor Riemann converge. logan. în particular punctele 

intermediare E asttel încît TE) = a. Atunci 
Li 

San (fe E) = Fa atat — at) = 


(ef — pe-a), 


deci: i 
lim. can([, E) = at — a) = Ș» fa)az. 
me N 

2. Calculăm oa,([, EP): lim oap(f, £7) =, oricare ar fi (Am) înctt|) An || — 0 şi oricare 


arfi Ep e [2?,, 27]. / nu posedă primitivă, deoarece f nu are proprietatea Darboux. 
T([0, 1]) = 40,1) nu este interval. 8. Dacă f integrabilă atunci pentru (y) şir de divizinni 
(An)nen asttel incit || Ax || — 0 şi orice Ep e [a7,, 27], lim oa,(f, E7) există = 


E ha 
= $ fad. Se aleg punctele EP astfel incit f(E7) = 2 Ep. oa ([,&)= 230 (etate, 
Funcţia g :[a,b] „+ R, plz) = 22 este integrabilă. i, 

n DI 
Sa, (8 8) = DA (ai — zi-Epe limoa, (6 EP) = lim oa,(f, EP) = Și az - 


n-a -$ fizdz = — at; 
, 


4. Be aleg punctele intermediare EP astfel incit f(£P) = — ee ca (fi E) = 
i 


La 4 i AR Ei 2 a 
= mg a apa) 0 dim ta au | )=y$ dz = în 2. 
2 ATEI: 2) "lare 1+a 
6. Dacă f ar fi integrabilă, atunci pentru orice alegere a şirului de diviziuni (Ay) cu 
II An || — 0 și orice alegere a punctelor Ep, sirul sumelor Riemann are limită = 
a 


= je [zdz.  Alegem în particular En astfel încît f(Ejn) = Epn şi Epn, astfel 


încit f(Ej'm) = 2Ej'm. Avem 
m an 


: 
San (fi Em) = 3 (zi — i-a) En şi oan([, En) = P2) (zi — ai2E m, 
= = 


i i 2 DI E: 2 
deci lim cap ([; Bin) = i zăz= 7 și lim os ([, En) = ji 2zdz=3 

Aşadar f nu este integrabilă; 

6. Fie fi :lzi-u zi] B, fila) = fl) (V)z e (zi-w zi), ei : [zi 2] B, ala) = u(v)ze 
e[zi-u zil.gi sînt integrabile (ca funcţii constante), deci f; sint integrabile (diferă 
de gi în punctele zi.. şi z;). Dar fi este restricţia lui f la (zi.., 24]. Din propoziţia 2.24 
rezultă că f este integrabilă şi 


Lă a x p 
(neta = ȘE ptedaz + (O raze + [o mtaaz= 
; k E 


sili — zica). 


7- fulz) = —sin =(m=s[—3. o]; flz) = sin'z(w)ze | * js fn fa sint integra- 
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bile; ele sint restricţii ale funcţiei f la intervalele [== o]. respectiv [o. =]. 


= 
Conform propoziției 2.21. f este integrabilă ij ftzaz = 


+6 sin zdz=2. 8. Funcţiile f,(z) = z pentru ze [0,1], plz) = 22 + 1 pentru 


a e[1,2], sint integrabile pe (O, 1], respectiv pe [1,2]. fa(z) = 22 + 1 pentru z e (1,2] 
şi fa(1) = 4 este integrabilă pe [4,2] (deoarece diferă.de g în punctul z = 1), prin urmare 


[ este integrabilă și Ş, [iaz = 2%; 9. Explicităm funcţia f(z) = [292] = (32 z] astfel 
o 


0, zel, =) 
32, 


1 z<[z- =) 
32" 32 


na = (2 = [ax a) 


PE) [> =) 
32" 32 


a 
A « < [ae ']. 
A ao oda =) a intervalului [0,1] astfel 

s2' 32" a2' 32 32 

încit f este constantă pe fiecare interval deschis (zi-u, zi), (1 S i < 32). Contorm exer- 
32 32 E! 

ciţiului 6, f este integrabilă şi (4 [aaz = P2) — af (E) = 3 (20 — zi) au = 


Deci oxistă o diviziune A = (a 


=, zu tie cate Bă aa 10. Se scrie explicit funcţia 


z ze[0,1] 
z—tze(t,2) 
z—2,ze[2,3) 
z— 3ze(8,2/3] 


1) = 


Contorm propoziției 2.24, f este integrabilă şi $ 25 hajaz =12—6Vă. 
o 


3.13.1 
Se E) „5 sisu 1459 „8, 
tem) = pe Sf) 48 al 00. Sal) = Ps Be ap) 99, Sal) = 08 
1 
4 mr)= 2 sun = 3% =: ian der et 
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si E a 
+ 1tef), Sup) = E fe î et re+1), Sif)=1re, aa(f)=ei+a. 


1. În baza teoremei de medie există c e[a,b] cu f(e)- (b— a) = (i [iz)ăz. Dacă ar 
la 


exista şi un c'=fe cu aceeași proprietate, atunci ar rezulta f(c') = f(c). Aceasta nu 
poate avea loc, deoarece f, fiind strict crescătoare, este injectivă; 


2. e= Vii 
3 


3. Dacă, prin absurd, / nu își schimbă semnul pe nici un interval [2,2] C(a, 5], atunci 
730 sau —f>0 pe [a,5]. Aplicind propoziţia 4.7 lui f sau —f, se obține lzăz>0 


sau — ţ, [(a)dz > 0. Contradict 
. 


4. Dacă ar exista e e[a,b] cu f(c)F:0, să admitem f(e) > 0; atunci (Aua(6)) ar exista 
n > asttel încit f(z) >0, vre (e—r,c-+r), prin urmare (propoziţia 4.7) 


Șoretae >0. Contradicţie. 


7 In 2 
EI 


Vas, ar, 
Dal pl) 


Ai 5 1). 
- (arte 3 + arcte +) ;8 
1 


(Sar ma); 10. plete sina — 3cos3) + 3]; 


Put ae, 
34 pi 6 In 


pipa Mei 
4 


11. 2(e2 + 3); 12.2 ma; 18.1 2; 14.2(/5—V3)— mpi +1)+m+V5); 
15. 2/2 — 247 


BeatriceGloria_personal library 


CAPILOLUL HI 
1.9. 


Ă, 


34 Pi 6. 2 arcsin 1(/5—1)— 


1. 4 2 o Ei | în 23 Bea = (VS + în). A = den 3); 


dndia dai ii are sin 2 — VE in 3, As = 2 — 24; 


a. 4 = 2/5, aan + 2). a = 6 — i 7. 4A= 


a PR 5 E ma a 
a pi 1 £ 008), 8 E (et — 4): 9, EL; 10, EE, ai, E 
o. a 5 ai, 73); 8. 2 (02 — 4) = 


13. 2; 18. [za — 20 + tarm 2]; 14 aja sn |. 


3.9. 


A pin sat, (api=y0- 
2 2 2 


1 EV DV +2). 


NEVE 
2 
8 (+2VD)W/5-—2) 


5 (e2 + 4); 6. In(V/Z+1); 2-a 5— Ea 


A Vire =, 
2 ea(/a — a 


8. Vire —/î+ 
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4.10. 


1 evz-vg: 2. i-a (e2 — e-2 +4); 8. sl V2+n(V/2+10]; 


4 n(eVFa + mt LIES), cazat + «); 


1+Vz 
6 Va nava]: 7. FEL nt VI), 8. 3n. 
5.6. 


1; Daf) = 60, Za(f) = 46. Da(f) = 525, Ta(f) = 45,5, 
Ea([) = 44,6667, Er4(f) = 0,6667, Epg(f) = 7,1667, Erg([) = 041667; 


2. Du(f) = 6,25, Ta(f) = 6,25, Da(f) = 7âââ, Ta(f) = 6444, 
EnaD = 4 + Erq) = 025. EDa([) = O4âtă, Er([) = 0414; 

8. Da(f) = 0,6973, Ta(f) = 0,7807, Da(f) = 0,7377, Ta(f) = 0,7867, 
EDa(f) = 0,088, Erg([) = 0,0046, Epg(f) = 0,0486, Ergl([) = 0,0044; 


4. Da(f) = 0,6166, Ta(f) = 0,7054, Da(f) = 0,6455, Ts(f) = 0,6956; 
Epg(f) = 0,0765; Erg(f) = 0,0065, Epg(f) = 0,0475, Erg([) = 0,0025. 


6.3. 
Liao) pm es > amig mei p 8 alo, image 4 
3r 8 
8 
5 ==, -0. 
= 2 
7.3. 


3 
1 L = 209; 8 = 04257; Be L = 49009; 4L= A pi w. 
mi 


] 
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